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VORWORT. 

Schon öfters hatten meine Schüler und andere Freunde 
es mir nahe gelegt, den Inhalt meiner Vorlesungen über 
Thermodynamik durch den Druck 2u veröffentlichen. Aber 
stets glaubte ich, diese Wünsche abschlagen zu müssen. 
Einer der Grründe dafür war der Gedanke, dass die Ver- 
öffentlichung dieser Vorlesungen noch veriBrüht sei, dass der 
Inhalt des Buches beim Erscheinen mir selbst an erster 
Stelle als veraltet gelten würde. Denn in meinen Vorlesungen 
über Thermodynamik gab ich ja hauptsächlich die Resultate 
eigener Untersuchungen, und besonders bei der Behandlung 
der Gemische stellte es sich jedes Mal aufs neue heraus, 
dass es noch viel zu überdenken und zu untersuchen geben 
würde, bevor man eine einigermassen vollständige Einsicht 
erhalten könne, sei es auch nur in den Hauptpunkten. 

Als mir dann aber der Vorschlag gemacht wurde, wenig- 
stens meine Zustimmung dazu zu geben, dass einer meiner 
Schüler meine Vorlesungen für den Druck bearbeite, glaubte 
ich mich diesem Plane nicht länger widersetzen zu dürfen. 
Und ich hatte das Vorrecht, dass sich mir zu dieser Arbeit 
einer meiner früheren Schüler zur Verfügung stellte, dem ich 
mit vollem Vertrauen diese Aufgabe überlassen konnte. 
Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn Dr. Kohnstamm 
für die viele Mühe und den Scharfsinn, bei der Bear- 
beitung dieses Buches an den Tag gelegt, herzlichst zu 
danken. Es versteht sich dabei wohl von selbst, dass ein 
Lehrbuch, besonders durch die Anforderungen an systema- 
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tische Anordnung und Abrundung, die es stellt, sich hier 
und dort nicht unwesentlich entfernt von dem gesprochenen 
Worte, wozu auch die Uebertragung in eine andere Sprache 
beitragen mag. Es ist dadurch nicht ganz leicht genau 
festzustellen, wie weit die Verantwortlichkeit des Bearbeiters 
für die folgenden Seiten geht, wie weit die meinige. Jedoch 
es handelt sich dabei nur um Unterschiede in der Form, 
inhaltlich höchstens um Details oder nebensächliche Punkte. 
In allen grossen Zügen, besonders in dem Hauptgedanken 
des Buches, trifit die Bearbeitung den Sinn meiner münd- 
lichen Darlegungen. 

Als nun aber einmal feststand, dass der Inhalt meiner 
Vorlesungen veröffentlicht werden würde, fühlte ich mich 
um so mehr verpflichtet, meine Theorie so vollständig wie 
möglich zu entwickeln und Sorge zu tragen, dass wenig- 
stens auf den Hauptpunkten ein klarer Einblick gewonnen 
würde. Und die verschiedenen, von mir im Laufe des ver- 
gangenen Jahres veröffentlichten Beiträge zur Theorie der 
binären Gemische, welche die Ursachen von teilweiser oder 
vollständiger Mischbarkeit in neues Licht gerückt haben, 
danken diesem Umstände ihre Entstehung. Der Inhalt dieser 
Arbeiten und eine darauf gegründete Behandlung der ver- 
wickeiteren Erscheinungen an binären Gemischen (Längs- 
falte, komplexe Feilten, Auftreten von festen Stoffen) sollen 
in den zweiten Teil dieses Buches, das die Gemische 
behandelt, aufgenommen werden. Und wenn auch ohne 
Zweifel für viele Details eine weitere Klärung noch von 
der Zukunft zu erwarten ist, so glaube ich doch, dass die jetzt 
gewonnenen Kenntnisse es gestatten, die Theorie der binären 
Gemische, wenigstens ihren Hauptumrissen nach, vollständig 
zu übersehen. 

J. D. VAN DER WAALS. 

Amsterdam, im Februar 1908. 
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EINLEITUNG. 



§ 1. Die Thermodynamik hat sich entwickelt aus der Frage 
nach der Umwandlung von Wärme in Arbeit und umgekehrt. 
Es versteht sich also, dass sie erst entstehen konnte nach 
der Aufstellung des Satzes von der Erhaltung der Energie. 
Bis zur Mitte des vorigen Jahrhunderts glaubte man, dass 
die Wärme eine Art Stoff, also unzerstörbar sei. Spuren 
dieser Auffassung finden sich noch im Sprachgebrauch. Wir 
reden von latenter Wärme, also von einer Wärmemenge, 
die sich der Beobachtung entzogen hat; nach den neueren 
Auffassungen müssten wir eine solche Wärmemenge, z. B. 
die Wärme, die nötig ist um 1 Kg. Wasser zu verdampfen, 
nicht verborgene, sondern vernichtete Wärme nennen, denn 
sie besteht nicht mehr als Wärme. Bekanntlich danken 
wir diese neueren Vorstellungen den Betrachtungen Robert 
Mayer's und den Versuchen JoULE's, die zuerst lehrten, dass 
Wärme vernichtet, aber auch erzeugt werden kann, wobei 
im ersteren Falle gewöhnlich mechanische Arbeit entsteht, 
im zweiten vernichtet wird. 

Die Wirkung dieser Entdeckung auf die ganze Physik 
war ungemein gross, man glaubte jetzt den Schlüssel zu 
allen Rätseln der Natur gefunden zu haben. Demgegenüber 
muss bemerkt werden, dass, wie wichtig diese Fundamental- 
atsache auch sei, sie nur feststellt, dass in vielen Fällen 
Wärme entsteht, wenn mechanische Arbeit verloren geht, 
und umgekehrt. Man geht schon über die Tatsachen hinaus, 
wenn man zwischen beiden Vorgängen einen Kausalzu- 
sammenhang annimmt Anfänglich tat man dies denn auch 
nicht. Man begnügte sich festzustellen, dass gewöhnlich 
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^'beide gepaart gehen. Auf diese Weise wurden nun zwar 
* unsere Kenntnisse bereichert, aber unser BegriflF der Sache, 
unsere Einsicht in ihr Wesen kaum gefördert. Diese Förde- 
rung kam erst, als man sich die Frage stellte, wie wohl 
das Wesen der Wärme gedacht werden müsse, um einen 
Übergang von Wärme in mechanische Arbeit begreiflich 
zu machen. Die Antwort lautete, dass dann die Wärme auch 
eine Art von Arbeit, etwas mechanisches sein müsse, eine 
Form lebendiger Kraft, wenn auch natürlich nicht-sichtbarer 
Bewegungen. Das fahrte dann zum Ausbau der kinetischen 
Gastheorie, auf die wir uns jedoch hier nicht einlassen 
wollen; hier wollen wir die genannten Umwandlungen 
betrachten ohne auf ihr Wesen näher einzugehen; es sind 
diese Betrachtungen, die die eigentliche Thermodynamik 
ausmachen. Der Wert dieser Betrachtungen, wie gross er 
auch sein möge, wird vielfach überschätzt. Freilich hat das 
Gebiet der Anwendungen der Thermodynamik sich mehr 
und mehr ausgedehnt, und findet diese jetzt Verwendung in 
Teilen der Physik, wo man das früher nicht für möglich 
hielt ; es handelt sich dabei jedoch immer um Anwendungen 
auf ein Gebiet auf dem schon Kenntnisse, aus andern Quellen 
geschöpft, anwesend sind. Aber es ist ein Irrtum, ein weit 
verbreiteter freilich, zu -meinen, dass die so erworbenen 
Kenntnisse rein thermodynamischen Ursprungs seien. Dem 
Wesen der Sache nach wäre dies ja unmöglich. Die Ther- 
modynamik lehrt uns eine Anzahl von Gleichungen finden, 
in denen links eine Wärmemenge auftritt, während wir 
hinter dem Gleichheitszeichen eine Arbeits- oder Energie- 
menge finden. Nehmen wir z. B. die reine Wärmelehre. Wir 
können diese in zwei Teile teilen. Der erstere handelt über 
Änderungen des Volumens durch Änderungen des Druckes 
oder die Temperatur, über den allgemeinen Zusammenhang 
dieser drei Grössen, über Änderung des Aggregatzustandes 
etc. Die hierbei auftretenden Grössen : AusdehnungskoeflSzient, 



Spannung des gesättigten Dampfes, Druck eines Gases, 
KompressionskoeflSzient etc. nennen wir thermische Grössen, 
sie hängen alle auf leicht ersichtliche Weise mit Arbeits- 
mengen zusammen. Im andern Teile betrachten wir aus- 
schliesslich Wärmemengen : spez. Wärme, latente Verdampf- 
ungS" und Schmelzungswärme etc. Die hierher gehörigen 
Grössen nennen wir kalorische. Die Bedeutung der Ther- 
modynamik liegt nun darin, dass sie uns lehrt Gleichungen 
zu finden, in denen immer eine kalorische Grösse einem ther- 
mischen Ausdruck gleichgesetzt wird. Sie gestattet also die 
eine Hälfle der Wärmelehre abzuleiten, wenn man die andere 
kennt, z. B. die thermischen Grössen zu berechnen, wenn 
die kalorischen gegeben sind, oder umgekehrt. Die Behaup- 
tungen derjenigen, die glauben sich nur auf thermodyna- 
mische Betrachtungen stützen zu können, laufen eigentlich 
darauf hinaus, dass man überhaupt keinen der beiden Teile 
zu kennen brauche. Nehmen wir ein Beispiel. Eine wichtige 
Gleichung, der wir öfters begegnen werden, lautet: 

wo r die Verdampfungswärme bedeutet, u die Differenz der 
spez. Volumina von Dampf und Flüssigkeit, T die Tem- 
peratur, und p die Spannung des gesättigten Dampfes. 

Hierbei ist r eine kalorische Grösse, uT—^ eine ther- 
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mische. Wissen wir, wie die Spannung des gesättigten Dampfes 
und sein Volumen von der Temperatur abhängen, dann 
lässt sich mittels dieser Gleichung die Verdampfungswärme 
berechnen, oder kennen wir die Verdampfungswärme expe- 
rimentell, so haben wir in der Gleichung ein Mittel zur 
Prüfung der Überlegfungen, die zu dem verwendeten Werte 
der Spannung und des Volumens führten. Kennen wir jedoch 
keine der beiden Seiten aus anderweitigen Überlegfungen, 
so bleibt die ganze Gleichung unfruchtbar. Neben der Ther- 



modynamik müssen also, um deren Anwendung zu ermög- 
lichen, andere Betrachtungsweisen einsetzen, die es gestatten 
aus den Vorstellungen, die wir uns über das Wesen der 
Körper (Gase, Flüssigkeiten, feste Körper) gebildet haben, 
abzuleiten in welchem Zusammenhang Druck, Volumen und 
Temperatur stehen, was geschieht wenn Dampf in Flüssigkeit 
übergeht, etc., mit andern Worten, die es gestatten eine 
Zustandsgieichung abzuleiten. Auch dies ist Sache der kine- 
tischen Theorie. So wie wir oben sahen, dass die Thermo- 
dynamik über sich selbst hinausweist nach einer mechanischen, 
kinetischen Theorie der Körper, so muss sie auch, um zur 
Anwendung gelangen zu können, der kinetischen Theorie 
eines ihrer wichtigsten Resultate, die Zustandsgieichung, 
entlehnen, der sich wie wir später sehen werden noch eine 
zweite Grösse, die spez. Wärme bei konstantem imendlichem 
Volumen, zugesellt Sind jedoch einmal diese beiden, Zustands- 
gieichung und spez. Wärme bei unendlichem Volumen, von 
der kinetischen Theorie gegeben, so entrollt sich für die 
Anwendung der Thermodynamik ein überaus weites Feld. 
Es sind diese Anwendungen der eigentlichen Thermodynamik 
auf die Erscheinungen des homogenen und heterogenen 
Gleichgewichts von gasförmigen, flüssigen imd festen Kör- 
pern, die man gewöhnlich als Thermodynamik (im weiteren 
Sinne) bezeichnet ; sie sind es, die hauptsächlich den Gegen- 
stand dieser Vorlesungen bilden werden. Die sonderbare 
Verblendung, die annehmen lässt, dass man dabei der Resultate 
der kinetischen Theorie entbehren könnte, lässt sich nur 
dadurch erklären, dass man sich vielfach auf das Grebiet der 
idealen Gase beschränkt und dabei übersieht, dass das 
Mariottesche Gesetz, das dann immer in die Rechnungen 
eingeführt wird, selbst ebenfalls eine Zustandsgleichimg, und 
zwar eine Zustandsgieichung kinetischen Ursprungs ist. 

Wenden wir uns nach diesen einleitenden und orientie- 
renden Betrachtungen unserm Gegenstande zu. 



ERSTER ABSCHNITT. 

DER ERSTE HAUPTSATZ UND SEINE ANWENDUNGEN. 



§ 2. Mathematischer Ausdruck ßlr den Satz von der 
Erhaltung der Energie. 

Wir denken uns ein der Schwerkraft und andern äussern 
Kräften entzogenes System von Körpern, und fragen wie die 
Eigenenergie desselben zusammenhängt mit der demselben 
zugeftlhrten Wärmemenge und der von demselben geleisteten 
äusseren Arbeit. Sei ein Element der ersteren mit dQ, der 
letzteren mit dU bezeichnet, dann ist nach dem Satze von 
der Erhaltung der Energie: 

dQ = d$'\'dU. 

In dieser Gleichung bedeutet s die totale Energfie des 
betrachteten Systems, dQ die totale Wärmemenge, die dem- 
selben zugeftlhrt ist, und dU die totale von demselben 
geleistete Arbeit. Da wir aber über die Menge unseres 
Systems nichts voraussetzten, können wir auch annehmen, 
dass dieselbe gerade 1 Gr. ist. Die Gleichung gilt also auch, 
wenn wir unter e die spez. Energie (resp. die mittlere spez. 
Energie, wenn das System aus verschiedenen heterogenen 
Teilen besteht), unter dQ und* dU die Wärme- und Arbeits- 
menge per Gr. (eventuell per Kg.) verstehen. 

Es ist selbstverständlich, dass alle Grössen in derselben 
Einheit ausgedrückt werden müssen, also die Wärmemenge 
auch in Erg, Kg.M, oder einem anderen mechanischen Maasse, 



oder die Arbeitsmengen in Kalorien. Will man dies nicht, 
sondern die Wärmemengen in Kalorien, die Arbeitsmengen 
z. B. in Erg ausdrücken, so muss in die Gleichung ein 
Reduzierungsfaktor eingeführt werden, wie man dies früher 
gewöhnlich tat. Dadurch werden aber manche Gleichungen 
unnötig kompliziert, so dass man jetzt lieber diesen Faktor 
weglässt und sich alle Grössen in derselben Einheit ausge- 
gedrückt denkt. 

§ 3. Definition des ^Gleichgewichtsvorgangs"* , 

Wir werden uns nun im folgenden immer auf den Fall 
beschränken, dass der betrachtete Körper sich im Gleich- 
gewicht befindet Zwar finden sich schon Ansätze zur Behand- 
limg auch der nicht-Gleichgewichtsvorgänge, jedoch sind 
dieselben noch nicht weit genug gediehen, um sie in diesen 
Vorlesungen zur Sprache zu bringen. Nun scheint ein 
gewisser Widerspruch darin zu liegen, dass wir uns mit 
Umsetzungen beschäftigen wollen und doch nur Gleichge- 
wichtszustände im Auge haben. Das folgende möge dazu 
dienen, diesen Widerspruch zu heben. Wenn ein kom- 
primiertes Gas sich isothermisch ausdehnt, so kann dies 
geschehen indem wir den Druck plötzlich von 100 auf 1 Atm. 
herabgehen lassen, z. B. indem wir das Gas plötzlich mit 
einem 100 Mal grösseren evakuierten G^fässe in Verbin- 
dung bringen. Dabei werden Zustände aufb-eten die sehr 
weit von Gleichgewichtszuständen abweichen ; manche Teile 
werden in stürmische Bewegung geraten, und es wird fraglich 
ob während der Übergangszeit die Begfriffe Druck, Tempe- 
ratur etc., die wir meistens definiert denken als Mittelgrössen 
während eines endlichen Zeitintervalles, noch einen deutlichen 
Sinn haben. Aber wir können auch das Gas auf einen Stempel 
wirken lassen, den es unter Leistung äusserer Arbeit ver- 
schiebt. Führen wir genügend Wärme zu. so wird der Vorgang 
auch jetzt isothermisch sein. Denken wir nun schliesslich den 



Stempel belastet mit einem Drucke, der fortwährend unendlich 
wenig kleiner ist als der Druck des Gases, dann wird in 
jedem Augenblick der Zustand des Gases nur unendlich 
wenig verschieden sein von dem eines Körpers im Gleich- 
gewicht. Letztere Vorgänge nun sind es, die wir hier 
betrachten wollen : zwar nicht Gleichgewichtszustände selbst, 
aber Zustände, die beliebig wenig davon verschieden sind. 
Eine Umwandlung denken wir als eine stetige Reihe solcher 
Zustände. In Wirklichkeit freilich würde solch eine Umwand- 
lung nur unendlich langsam vor sich gehen; alle in der 
Natur aujftretenden Änderungen sind also nur mehr oder 
weniger genaue Annäherungen an die von uns betrachteten ; 
dagegen haben wir den Vorteil, dass die von uns betrach- 
teten Änderungen umkehrbar sind, d. h. dass die verschie- 
denen Zustände eben so g^t in der augenblicklich betrach- 
teten Richtung als in der umgekehrten Reihenfolge auf 
einander folgen können. Wie wichtig dieser Umstand ist, 
wird sich im zweiten Abschnitte zeigen. 

§ 4. Die zugefiihrte Wärmemenge ist nicht durch den 
Endzustand bestimmt. 

Denken wir uns nun das ganze von ims betrachtete System 
eingeschlossen in eine Hülle, innerhalb deren überall ein 
Druck p herrsche, und sei das Volumen innerhalb dieser Hülle 
v^ dann können wir statt dU^ der von dem System geleis- 
teten Arbeit, setzen pdv^ und unsere Gleichung geht über in : 
dQ = ds'\'pdv (I) 

Was wir oben ') sagten über dQ und e gilt auch für zr; es 
kann diese Grösse unbeschadet der Gültigkeit der Gleichung 
sowohl das totale Volumen unseres Systems als das spez. 
Volumen (resp. das mittlere spez. Volumen) bedeuten, und das 
Gleiche gilt für alle später einzuführenden Grrössen, so lange 
wir nichts Besonderes bemerken. 

') S. 5. 
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Nim wollen wir € als Funktion von T und v betrachten, 
wodurch natürlich Kapillaritätswirkungen ausgeschlossen wer- 
den, da ja die Kapillarenergie nicht Volumfunktion sondern 
Oberflächenfimktion ist. Es ist unter dieser Einschränkung : 



also: 






Wir sehen aus dieser Gleichung, dass Q nicht darstellbar 
ist als Funktion von T und Vy denn sonst würde nach einer 
bekannten Regel der Differentialrechnung aus dieser Gleichung 
folgen : 

d'i _ ff€ 

dTdv ~ dvdT '^ 
also: 

im =0. 



im 



dTjv' 



was keineswegs der Fall ist. Dieser wichtige Umstand : dass 
Q nicht Funktion von v und T ist (oder, was auf dasselbe 

herauskommt, von v und 
p) lässt sich auch physi- 
kalisch leicht erkennen. 
Denn was würde es be- 
deuten, wenn Q =/'(«', 2^ 
wäre? Offenbar, dass die 
Wärmemenge, die aufge- 
nommen würde bei einem 
Prozess, der anfinge mit 
Vi und r, (Fig. 1) und 
endete mit v^, Tf, nur von 
diesen Anfangs- und End- 
werten abhängig wäre, nicht von dem zurückgelegten Wege. 
Nun dehne sich, einmal, der Körper vom Volumen Vi bis 
zu V2 isothermisch aus, dann kühlen wir ihn bei konstan- 
tem Volumen auf T^ ab. Ein andermal kühlen wir ihn 




Fig. 1. 



erst auf 7i ab, er dehne sich dann aus auf V2, während die 
Temperatur konstant bleibt. Das erste Mal leistet er eine 
äussere Arbeit ABCD, das zweite Mal EFCD. Da die 
Änderung der Eigenenergie natürlich beide Male gleich 
gross ist, kann die aufgenommene Wärme es nicht sein. 
Letztere hängt also nicht nur ab von Anfangs- und End- 
zustand, sondern auch von dem zurückgelegten Wege. 

§ 5. Die Differentialquotienten von Q. Verschiedene Formen 
der Hauptgleichung. Gleichung ßir die spez, Wärme. 

Wenn nun aber Q nicht Funktion von v und T ist, so 
schliesst das nicht ein, dass auch die Differentialquotienten : 

[W)v ""'^ [^)t 
nicht einen bestimmten Wert haben sollten, denn die Wärme- 
zunahme in unserem Beispiel war ja bestimmt, wenn nur 
der Weg bestimmt war, den entlang der Übergang zu 
denken ist, und gerade dieser Weg wird angezeigt durch 
den Index v und 7" an den Differentialquotienten. Über diese 
Differentialquotienten lehrt unsere Gleichung: 

im ^±\ 

\dT}v \dT}v' 
das heisst, dass die Wärmemenge, welche bei steigender 
Temperatur und konstantem Volumen aufgenommen wird, aus- 
schliesslich der Energievermehrung dient. Dies ist nun freilich 
selbstverständlich, aber es fahrt uns zu einer einfacheren 
Schreibweise für die Gleichung. Denn es ist, wenn dieselbe 

für ein Kg. gelten soll, (-^¥r) die spez. Wärme für konstan- 
tes Volumen. Bezeichnen wir diese mit c„ \ so ist: 



') Diese und stlle folgenden Gleichungen, in denen Cp oder Cp auftritt, gelten 
also selbstverständlich nur für 1 Gr. resp. 1 Kg. Will man unter dQ und v 
nicht spezifische Grössen, sondern totale Wärmemengen resp. Volumina verstehen, 
so ist Cp und Cp zu multiplizieren mit der Masse des betrachteten Systems. 
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Im gleichen Sinne folgt aus: 



(■ör)7'=(^jr+^' 



dass wir hier den Faktor der latenten Wärme (die spez. 
latente Wärme) haben, d. h. die Wärme die sich nicht als 
Temperaturzuwachs äussert, sondern welche verwendet wird 
für äussere Arbeit und Vermehrung der potentiellen Ener- 
gie *). Wir wollen vorläufig diese Grösse, auf die wir später 
zurückkommen um sie näher zu bestimmen, / nennen, und 
erhalten dann unsere Hauptgleichung in der Form: 

dQ = c^dT^ldv (lö) 

Wir können diese Gleichung auch so schreiben: 






dv 



dT ' ' dT' 
Das Glied links stellt eine spez. Wärme dar, denn es 
ist eine Wärmemenge pro Kg. und pro Grad Temperatur- 
zuwachs, aber diese Wärmemenge ist noch unbestimmt, da 

dv 
V und T unabhängig sind, -^=- also jeden beliebigen Wert 

haben kann. Wir sehen also, dass es durchaus unrichtig ist, 
wenn man, wie in den Lehrbüchern oft, von zwei spez. 
Wärmen spricht ; es gibt deren unendlich viele. Ihre Grrösse 
wird bestimmt, sowie wir angeben, auf welche Weise die 
Änderungen von v und T zusammenhängen sollen. Bestim- 
men wir diesen Zusammenhang dadurch, dass p konstant 
bleiben soll, so erhalten wir: 



[dTjp-'^-'^'^^dTh 



') Dies besagt natürlich nicht, dass der andere Differentialquotient €„ nur 
die Vermehrung der kinetischen Energie angibt, denn es ist sehr wohl möglich, 
dass die potentielle Energie, z. B. der Atome im Molekül, mit der Temperatur 
zunimmt, auch wenn das Volumen konstant bleibt. 
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Aber wir können den Zusammenhang von dv und dT 
auch so wählen, dass wir auf der Adiabate bleiben. Es ist 
dann nach der Definition der Adiabate rf^=0; daraus 
ergibt sich für den Quotienten von dv und rfZauf der Adiabate : 



..=-,{p 



dT)dQ=^(^. 

Nehmen wir nun, zu demselben dT, dv noch stärker negativ 
als auf der Adiabate, so erhalten wir natürlich negative spez. 
Wärmen. Wir werden uns also später durchaus nicht zu 
wundem brauchen wenn wir, wie z. B. für den gesättigten 
Dampf vieler bekannter Stoffe, 
negative spez. Wärmen finden. 
Die Temperaturerhöhung kann 
in diesem Falle durch die Wär- 
memenge, entstanden durch 
die starke Kompression, nicht 
nur bestritten werden, sondern 
es bleibt noch ein Überschuss. 
Die nebenstehende Zeichnung 
(Fig. 2) verdeutlicht dies; die 

spez. Wärme ist negativ far jeden Übergang von der 
Isotherme T auf 7^4- ^ T von P aus in das schraffierte 
Gebiet. 

Führen wir jetzt, statt der unabhängigen Variabein v und T, 
V und / ein, die ja auch den Zustand unzweideutig festlegen. 
Es ist: 

dv. 




Fig. 2. 



also: 



oder: 



■=(#), ^^+(f)r* 



^ö=|- + '(^),H^+'(^)r*. 



Ebenso finden wir mit p und v als Variabein : 



(I*) 
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§ 6. £>ie Gleichung der Adiabate. 

Wir wollen den Grebrauch dieser Gleichungen jetzt an zwei 
Beispielen kennen lernen. Dazu wollen wir erstens mittels 
derselben die Gleichung für die Adiabate ableiten. Es ist, 
wenn wir dp und dv so wählen, dass man auf der Adiabate 
bleibt, rfö = 0» also: 

\dv)dQ = Q~ c, [dv )p\dT)v' 
da aber nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung : 

so folgft: 

\dv)dQ=^0~ c„\dv)r 
Schon PoissoN kannte diese Gleichung. Newton hatte die 



*) Wenn « eine Funktion von x und y, so ist 



oder: 



dx ''\dx/y~^ ^dyfx dx* 



Wählen wir die Änderungen der unabhängigen Variabein, dx und dy^ so, dass z 
konstant bleibt, so nimmt die unbestimmte Grösse: 

dx 
den Wert: 

\dx/s 

an, und die linke Seite wird Null. 
Also: 



^dxfy" \dy/x\dx/e' 



fy \dy^ 

was identisch ist mit der Gleichung im Text 
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Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles berechnet in der 

Annahme, dass die Schallbewegiing ein isothermischer Prozess 

sei, was an sich ja sehr leicht erklärlich ist, da bei der 

Schallbewegung nicht das mindeste von Temperaturänderung 

bemerkbar ist. Die so berechnete Geschwindigkeit stimmte 

jedoch nicht mit dem Experiment. Dies führte PoiSSON zur 

Vermutung, dass man hier nicht mit einem isothermischen, 

sondern mit einem adiabatischen Prozesse zu tun habe. Um 

den Zusammenhang von p und v in diesem Falle aufzufinden, 

benutzte er nun die obige Gleichung. Das Merkwürdige 

dabei ist, dass das Gesetz der Energieerhaltung noch nicht 

bekannt war. Und doch haben wir es bei der Ableitung 

der obigen Formel benützt, und wir mussten dies auch, denn 

die Gleichung wäre ungültig, falls dieses Gesetz nicht Geltung 

hätte. Es muss also in der Poissonschen Ableitung das Gesetz 

der Energrieerhaltung auf irgend eine Weise enthalten sein. 

An dieser Gleichung haben wir nun das erste Beispiel 

für den Wert thennodynamischer Betrachtungen, wie wir ihn 

in der Einleitung kennen lernten. So wie sie da steht, lehrt 

uns die Gleichung höchstens etwas für sehr spezielle Probleme ; 

kennen wir aber die Zustandsgieichung, so lässt sich sofort 

die Gestalt der Adiabate daraus ableiten. Nehmen wir z. B. 

ideale Gase, für welche: 

pv — RT, 
daher: 





m _ 

\bv)T- 


P . 




also nach unserer 


Gleichung : 








\dv}dQ = 


— k 


P 


wo: 


c,' 


•) 




•) Vergl. § 7. 
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es folgt daher: 

Eliminieren wir aus dieser Gleichung mittels pv = RT 
entweder p oder v, so erhalten wir als Gleichungen der 
Adiabate in den andern Variabein: 

und: 

Bei Druckzunahme nimmt also das Volumen viel weniger 
ab als das Mariottesche Gesetz erfordern würde, bei Druck- 
abnahme nimmt es viel weniger zu. Wenn z. B. bei 
zweiatomigen Gasen, wo ^ = 1,4, der Druck auf 0,1 seines 
ursprünglichen Wertes gefallen ist, so ist das Volumen erst 
auf das Fünffache gestiegen. Nach dem Mariotteschen Gesetze 
(oder auch der Gleichung für die Adiabate in der zweiten 
und dritten Form) ist dann die absolute Temperatur auf 
den halben Wert gefallen, also, wenn wir bei normaler 
Temperatur anfangen, um rund 140" C. 

Wir können die letzteren Gleichimgen natürlich auch 

direkt finden aus: 

dQ = c„dT+ldv. 
Denn es ist: 

und also: 

Also wenn dQ = 0: 

(dT\ _ Co-cJdT\ 

\dvjdQ = 0~ Co \dvjf 

was mittels des Wertes für (-=— )v ^^' *'*^^ ergiebt aus 
RT=pv, übergeht in: 
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oder, integriert: 

TV*-' = C, 

und so auch für die Form in p und T. 

§ 7. Der Wert von -^ ßir ideale Gase, 

Bei dieser Berechnung ist immer angenommen, dass k = — ^ 

eine Konstante sei. Auch dies ist ein Punkt, der rein ther- 
modynamisch nicht zu erledigen ist, und zur Beantwortung 
dieser Frage reicht sogar Kenntnis der Zustandsgieichung 

nicht aus. Wir werden nämlich sofort finden, dass — ^ für 

Co 

Stoffe, für welche das Mariottesche Gesetz gilt, konstant 
ist, wenn Cp konstant ist, imd für letztere Grösse werden wir 
aus der Zustandsgieichung später ableiten, dass sie für ver- 
dünnte Gase jedenfalls nicht vom Volumen abhängft. Aber ob 
c„ von der Temperatur abhänget, und wenn dies der Fall 
ist, auf welche Weise, das ist eine Frage, zu deren Lösung 
die völlige Kenntnis der Zustandsgieichung noch nicht 
ausreichen würde. Es lässt sich leicht einsehen weshalb. Die 
Zustandsgieichung beschäftiget sich nur mit der fortschrei- 
tenden Bewegxmg der Moleküle ; die Energie etwaiger Dreh- 
bewegfungen der Moleküle oder Bewegungen der Atome 
im Molekül (falls dieselben nicht etwa Einfluss haben sollten 
auf die Grösse des Moleküls) kommen für die Zustands- 
gieichung nicht in Betracht, da sie den Druck nicht beein- 
flussen, und die Temperatur lediglich von der fortschreitenden 
Bewegfung der Moleküle abhängig ist. Hängen nun aber 
die intramolekularen Bewegungen etc. von der Temperatur 
ab, so ist es deutlich, dass sie auf die Energie, also auch 
auf die spez. Wärme bei konstantem Volumen, Einfluss haben. 
Am ersten wird man deiher erwarten, dass bei einatomigen 
Gasen c^^ konstant ist. Doch auf die dahin gehörigen Fra- 
gen können wir hier nicht eingehen. Sie gehören, wie gesagft, 
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völlig in das Grebiet der kinetischen Theorie. Kehren wir 
zu unseren thermodynamischen Betrachtungen zurück. Ich 

sagrte soeben, dass für ideale Gase -^ lediglich von ^^ abhängig 

sei. Ich will jetzt den Beweis geben, der gleichzeitig die 
zweite Anwendung unserer Hauptgleichung in der oben 
gegebenen Form sein soll. 
Wir hatten: 

wo: 
Nun ist nach den Versuchen von Joule: 



<^p = tf. + /(- 



(f)r=«. 



d. h. die innere Energie eines idealen Gases hängt nicht 
vom Volumen ab. Wir wollen dies hier als eine neue Tatsache 
einfahren, später werden wir sehen, dass die Thermody- 
namik diese Tatsache aus dem Mariotteschen Gesetz abzu- 
leiten gestattet. Es ist also: 



Aus: 
folgt: 

also: 
oder: 



pv = RT, 



— =# 



was zu beweisen war. 
Die Gleichung: 

Cp — ^p = i?, 
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gilt natürlich *) für die Gewichtseinheit, denn Cp und c„ gelten 

für dieselbe, es muss also auch R daftlr genommen werden. 

Da nun 1 Kg. eines Gases vom Molekulargewichte m unter 

normalen Umständen, also bei 0" C. = 273", und einem 

Drucke von 1 Atm. = 7,6 . 13,6 . 100 Kg. per Ml, ein Volumen 

22 34 
hat von — ^ — M'., so folgft aus der für die Gewichtseinheit 

geltenden Gleichung: 

pv = RT 
j._pv _ 22,34 . 7,6 . 13,6 . 100 
T~ m.278 

und in Kg.-kal. 

_ 22,34 . 7,6 . 13,6 . 100 _ 1,98 
~ m. 273. 420 ~ m ' 
Wir haben also für ideale Gase in runder Zahl: 

2 

Da Cp für Gase leicht zu bestimmen ist, ^„jedoch nur mit 
grossen Fehlem — da man, die Messung bei konstantem 
Volumen ausführend, nur sehr wenig Gas nehmen kann, und 
also die an das Gas abgegebene Wärmemenge sehr unbe- 
deutend wird gegenüber der vom Behälter empfangenen — 
hat man in dieser Gleichimg ein Mittel c„ zu bestimmen, 
resp. die auf andere Weise bestimmten Werte (z. B. aus 
der Schallgeschwindigkeit) zu prüfen. 



*) Vergl. Fussnote S. 9. 



ZWEITER ABSCHNITT. 

DER ZWEITE HAUPTSATZ UND SEINE ANWENDUNGEN. 

Kapitel I. 
Der zweite Hauptsatz. 



§ 8. Der Nuheffekt von Wärmemotoren. 

Der sogenannte zweite Hauptsatz der Thermodynamik 
ist eine Frucht technischer Betrachtungen. Carnot wurde 
1824 auf ihn gefuhrt, als er sich die Frage stellte, auf welche 
Weise man am vorteilhaftesten Wärme benützen könne 
zur Erzeugung von Arbeit. Es ist leicht einzusehen, dass 
der Nutzeffekt, d. h. der Teil der zugefQhrten Wärme, 
der in Arbeit übergefahrt wird, sehr verschieden sein kann 
je nach der verwendeten Zustandsänderung. Denken wir 
uns ein Gas, das dem Mariotteschen Gesetze folgt, als Arbeits- 
flüssigkeit Da dann, wie wir wissen: 



(^)r=«. 



wird die von der Arbeitsflüssigkeit aufgenommene Energie 
Null, wenn die Ausdehnung isothermisch stattfindet; es wird 
somit alle zugeführte Wärme in Arbeit verwandelt Es 
braucht nun aber nicht während des ganzen Prozesses die 
Ausdehnung isothermisch gewesen zu sein ; falls nur Anfangs- 
und Endpunkt auf derselben Isotherme liegen, erreichen wir 
das Resultat, dass alle zugeführte Wärme in Arbeit ver- 
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wandelt ist; freilich ist dann die zugeföhrte Wärmemenge, 
also auch die erhaltene Arbeit, in verschiedenen Fällen nicht 
gleich grross. Haben wir nicht mit einem idealen Gase zu 
tun, so tritt an die Stelle der Isotherme, die Isenerge oder 
Isodyname. 

Nun ist es aber wegen der Bedingungen, worunter man 
arbeitet, nicht möglich so grossen Nutzeffekt zu erhalten, 
doch können wir durch passende Maassregeln ihn vergrös- 
sem oder verkleinem. Denken wir etwa den folgenden Fall. 
Wir haben ein Gasgemisch unter atmosphärischem Drucke ; 
wir können dasselbe zur Explosion bringen, etwa durch 
einen elektrischen Funken, oder es mittels eines Kataly- 
sators langsam verbrennen lassen. Im ersten Falle soll die 
Explosion so schnell vor sich gehen, dass zuerst alle Wärme zur 
Temperaturerhöhung dient, während das Volumen konstant 
bleibt (also das Gas nicht Zeit hat sich auszudehnen), dann 
soll eine so schnelle Ausdehnung unter Arbeitsleistung (etwa 
Fortschleudern eines Geschosses) stattfinden, dass das Gas sich 
adiabatisch abkühlt. Im zweiten Falle soll die Verbrennung 
so langsam sein, dass gar keine Druckzunahme eintritt, die 
Volumzunahme dauert natürlich so lange, bis alle Wärme 
verbraucht ist ; es soll auch hier keine Wärme an die Umge- 
bung verloren gehen. Im ersten Falle dauert die Volum- 
zunahme natürlich so lange, bis der Atmosphärendruck wieder 
erreicht ist, da das Gas sich dann nicht weiter ausdehnen 
kann. In welchem Falle erhalten wir den g^rössten Nutz- 
effekt? Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dass bei der 
Verbrennung die Molekülzahl sich nicht ändert, dann haben 
wir denselben Wert von R sowohl für das Gemisch, als für 
die Verbindung. Nun folgft aus: 

pv = RT 
bei konstantem pi 

pdv = R dT, 
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die geleistete Arbeit ist also: 

jRdT = j{c^ — c:)dT, 
oder, wenn wir annehmen, dass c^ und c^ unabhängig von 
T sind : {c^ — c^) (7i — T,). 

Die aufgenommene Energie ist cJ^T^ — 71), also die ganze 
aufgenommene Wärme ^^(Ti — 7]), der NutzeflFekt deiher: 

Cp — c„ k— 1 

c^ k ' 

Mit it = 1 . 4 wird dies also 0.28. 

Betrachten wir jetzt die Explosion. Es sei die Anfangs- 
temperatur 7], die Verbrennungstemperatur (d. h. die Tem- 
peratur bis zu welcher die bei der Explosion frei werdende 
Wärme die Verbrennungsprodukte bei konstantem Volumen 
erhitzen kann) 7i, die Temperatur bei welcher der Druck pi 
wieder erreicht wird 7^. Nun ist: 

und, da: 

A Ti' 
Weiter ist nach der adiabatischen Gleichung: 






Bringt man die erste zur {k — 1)*" Potenz, so erhält man : 

woraus folgt: 

Die zugeführte Wärmemenge ist ^,(7i — 7]), zur Energiever- 
mehrung ist verbraucht f,(7i — 7]), also in Arbeit umgesetzt 
c,{T3— Tj), somit der NutzrfFekt: 



21 
Nennen wir: 

T 
so erhalten wir mittels der Gleichung für -7^ 



«—1 

Mit ^= 1.4 ergibt dies für: 

«=1.1 1.5 2 3 10 100 1000 

/3 = 0.29 0.36 0.37 0.40 0.44 0.64 0.80 

Wir sehen also, dass wir hier schon bei sehr geringer 
Temperaturzunahme bessere Resultate erzielen als bei der 
Ausdehnung unter konstantem Drucke, und zwar um so 
bessere, je öfter die Anfangstemperatur in der Verbrennungs- 
temperatur enthalten ist. In der Praxis ist nun aber der 
Unterschied zwischen beiden Prozessen viel grösser, als aus 
unseren bisherigen Betrachtungen folgen würde. Denn den- 
ken wir uns einen Motor, in dem ein explodierbares Gemisch 
als Arbeitsflüssigkeit verwendet wird, dann tritt als Nutzarbeit 
nur die soeben berechnete Arbeit auf, vermindert um die 
Gegenarbeit, bei der Ausdehnung von der Atmosphäre geleis- 
tet. Dieser Überschuss wäre nun aber im ersten Falle gleich 
Null, während im zweiten Falle die Gegenarbeit nur einen 
Teil der von der Arbeitsflüssigkeit geleisteten Arbeit darstellt, 
und zwar einen um so kleineren Teil, je höher der erreichte 
Druck ist. Dies weist darauf hin, dass mam noch bessere 
Resultate als in unserem zweiten Beispiel erhalten kann, 
wenn man den mittleren Druck erhöht, d. h. also schon vor 
der Explosion das Gemisch komprimiert Denken wir z. B. 
das Gemisch adiabatisch komprimiert bis zu demselben Drucke, 
den es soeben durch die Explosion erreichte, dann unter 
Wärmezufuhr bei konstantem Drucke expandiert bis zu dem 
Punkte B (Fig. 3), und von dort wieder adiabatisch expan- 
diert Es sei nun im vorigen Falle eine Wärmemenge Q auf- 
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genommen, der eine Nutzarbeit aQ entsprach. Für den jetzt 
beschriebenen Prozess haben wir natürlich eine grössere 
Wärmemenge nötig, da diese Wärme nicht nur zur Ver- 
mehrung der Energfie der Arbeitsflüssigkeit auf dem Wege 
AB, sondern auch zur Leistung von äusserer Arbeit ACB 

dient; es sei dies Mehr Q, dann 
wird jetzt von unserer ganzen 
Menge ß + öi der Teil aQ + Q^ 
in Arbeit verwandelt. Der Nutz- 
effekt 

aQ^Qx 
Q+Qx 

Fig. 3. ist jedenfalls grösser als a. Haupt- 

sächlich dieser Prozess : die Kom- 
pression vor der Wärmezufuhr, hat denn auch den Ver- 
brennungsmotoren ihren Erfolg gesichert. Am günstigsten 
gestalten sich die Verhältnisse, wenn man wie in dem hier 
zuletzt gegebenen Beispiel den Druck durch Kompression 
gleich auf den höchst zulässigen Betrag bringt; eine eigent- 
liche Explosion tritt dabei also gsr nicht auf. Doch können wir 
auf diesen Punkt hier nicht näher eingehen, wohl werden wir 
später zurückkommen auf die Frage, ob die adiabatische Aus- 
dehnimg BD sich mit Vorteil durch eine andere ersetzen lässt. 
Betrachten wir das ganze Arbeitsdiagramm A CBD, wie es 
sich mit Inachtneihme der Gegenarbeit der Atmosphäre ergibt, 
so erhalten wir einen geschlossenen Kreis. Solche Kreis- 
prozesse spielen in der Technik eine grosse Rolle, erstens 
weil, wie hier, so überall die Drucke auf den Kolben und 
die Voliunina im Zylinder stets ein geschlossenes Diagramm 
ergeben, dann aber auch, weil in den ältesten Motoren, den 
Niederdruck-Dampfmaschinen, und auch in manchen emdem, 
die Arbeitsfiüssigkeit nicht nach einmaligem Gebrauche ent- 
fernt wird, wie es bei Motoren mit explodierbaren Gemischen 
der Fall ist, sondern in ihren anfänglichen Zustand zurück- 
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gebracht wird, und so viele Male dieselben Zustandsänderungen 
durchläuft, die im p, v Diagramm einen geschlossenen Kreis 
ergeben. 

§ 9. Der Satz von Carnot. 

Demg^mäss waren es solche Kreisprozesse, die Carnot bei 
seiner bahnbrechenden Arbeit über die Leistungsfähigkeit 
von Maschinen ins Auge fasste, und zwar der Ein&chheit 
halber ein besonderer, seither der Carnotsche genannt, 
bestehend aus zwei Stücken von Isothermen und zwei Stücken 
von Adiabaten. Mittels dieses Prozesses kommt er zu dem 
Satze: »Die bewegende Kraft der Wärme ist unabhängig 
von dem Agens, welches zu ihrer Gewinnung benutzt wird, 
und ihre Menge wird einzig durch die Temperaturen der 
Körper bestimmt, zwischen denen in letzter Linie die Über- 
führung des Wärmestoffes stattfindet.** 

Nach diesem Satze also wird die »bewegende Kraft" 
bestimmt von den Temperaturen der Körper, zwischen denen 
ein Wärmeübergang stattfindet, aber es wird nicht angegeben, 
wie sie von diesen Temperaturen abhäng^. Dies konnte 
Carnot auch noch nicht finden, da er noch von der Ansicht 
ausging, dass die Wärme ein imzerstörbarer Stoff sei. Wir wol- 
len also im folgenden uns nicht weiter an Carnot's Betrach- 
tungen halten, sondern den Beweis bringen in der Form, 
die hauptsächlich ClJ^USiUS' Arbeiten ihm gegeben haben. 

Denken wir uns zwei Carnotsche Kreisprozesse auf umkehr- 
bare Weise von zwei beliebigen Körpern durchlaufen, 
beide zwischen den Temperaturen Ti und 7^. Es sei die 
Wärmemenge, die beide bei der Temperatur Tx aufiiehmen, 
Qx resp. Qx, die bei der Temperatur 7i abgegebene 
Qi und Qi. Nun wählen wir die Adiabaten des zweiten 
Kreisprozesses so, dass der Inhalt beider Diagramme gleich 
wird. Dann ist nach dem ersten Hauptsatz: 
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Wenn also: 
so ist: 


<2'.= e. + >6. 




Q!^^Q, + k. 



Denken wir jetzt den zweiten Prozess in umgekehrter 
Richtung durchlaufen, und die beiden Körper so verbunden, 
dass die äussere Arbeit, Qi — Q2, die der erste Prozess her- 
vorbringet, auf den zweiten Körper übertragen wird. Sind 
dsmn beide Prozesse einmal durchlaufen, dann ist folgendes 
geschehen. Beim ersten Prozess ist eine Wärmemenge Qi 
von der Temperatur Ti aufgenommen, eine Menge Q2 von 
der Temperatur 7i abgegeben, und die Arbeit Qi — Q^ 
produziert. Diese wurde von dem zweiten Prozess vernichtet ; 
gleichzeitig wurde eine Wärmemenge (^2 von der Temperatur 
T2 aufgenommen und eine Menge Q!i von der Temperatur 7) 
abgegeben, während beide Arbeitskörper am Ende des Pro- 
zesses in völlig demselben Zustand wie zu Anfang sind. Die 
einzige Änderung, die der Prozess hervorgebracht hat, besteht 
also darin, dass eine Wärmemenge k von der Temperatur T^ 
auf die Temperatur Ti gestiegen ist Dies jedoch ist nicht 
möglich, jedes Mal wenn eine Wärmemenge von tieferer 
Temperatur zu höherer Temperatur übergeht, finden wir bei 
näherer Untersuchung, gleichzeitig Wärme aus Arbeit entstan- 
den. Allgemein beweisen lässt sich dieser Satz freilich nicht, 
aber wir können ihn als einen allgemeinen Erfahrungssatz 
einführen, eine Generalisation, wie sie auch der erste Haupt- 
satz ist, und später durch Prüfung der erhaltenen Ergebnisse 
an der Erfahrung diesen Satz erhärten. Aus der Annahme 
dieses Satzes folgt dann, dass k nicht positiv sein kann. 
Dass k auch nicht negativ sein kann, folgt noch nicht, 
denn ein Übergang von höherer auf tiefere Temperatur 
ist durch unsere Erfahrungen keineswegs ausgeschlossen. 
Denken wir nun aber den ersten Kreisprozess rückläufig 
durchlaufen, den zweiten rechtläufig — was stets möglich ist. 
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da wir beide als umkehrbar angenommen haben — so sehen 
wir auf dieselbe Weise, dass k auch nicht negativ sein kann ; 
k ist somit Null, oder: 

Der Nutzeffekt ^' ~ ^' ist also für beide Körper, so 

verschieden sie auch sein mögen, gleich gross, wenn nur 
die Temperaturen, zwischen denen gearbeitet wird, gleich 
sind. Damit ist der Camotsche Satz bewiesen. Für die 
Technik liefert dieser Satz ein Mittel zur Beurteilung der 
besten Weise Arbeit zu gewinnen; er macht eigentlich 
erst eine rationelle Wärmemotorentechnik möglich. Doch 
wollen wir hier auf diese technische Seite nicht eingehen, 
sondern zwei andere Konsequenzen ziehen, die für uns von 
prinzipieller Bedeutung sind. Dazu müssen wir uns erst noch 
klarer machen, was unser Resultat Qx = Qi bedeutet. Denken 
wir uns für einen beliebigen Körper zwei Adiabaten (I, II) 
gezeichnet (Fig. 4). Bestimmen wir die Wärmemenge, die 
für isothermische Ausdehnung ÄC zwischen diesen Adiabaten 
bei irgend einer beliebigen Temperatur 71 nötig ist. Ziehen 
wir jetzt für einen zweiten, beliebigen Körper eine Adiabate 
V und die Isotherme für dieselbe Temperatur Tx. Auf der 
letzteren Isotherme bestimmen wir einen Punkt C so, dass 
die isothermische Ausdehnung von der Adiabate V bis 
C die gleiche Arbeit erfordert wie beim ersten Körper die 
Ausdehnung BC. Durch diesen Punkt C legen wir eine 
zweite Adiabate 11^ Unser Resultat besagt nun dass, unab- 
hängig von der Art der Körper und der Höhe der Tem- 
peratur, für jede beliebige andere Temperatur 7i die 
Wärmemengen, nötig zur isothermischen Ausdehnung zwi- 
schen den zwei Paaren Adiabaten (I, 11 und I^ TU), gleich 
sind. Es kann also diese Wärmemenge nur abhängen von 
der gewählten Temperatur, oder: 

Q=/{T), 



26 



^ 



■; 



wo das Funktionszeichen eine fiir alle Körper gleiche Funktion 
bedeutet. 

Die Formulierung unseres Resultates hier ist eigentlich 
nicht völlig identisch mit dem oben erhaltenen. Wir zeigten, 
dass wenn Qi — Q2= Q^i — 0^21 auch Qi = Qx \ hier wird 
behauptet, dass wenn Qi = Qu auch Qi — ^2 = ^i — ^2- 
Denken wir uns aber, dass Qi — Ö2 < ^1 — 0^2- Wir 
könnten dann eine neue Adiabate m ziehen, so dass 
ABEF=^ A' Bf C ly . Es wäre dann nach unserem Beweise 



/' //' 




Fig. 4. 

die Wärme, aufgenommen von B bis E, gleich der, aufge- 
nommen von B bis C . Letztere ist aber nach der Annahme 
gleich der Wärme aufgenommen von B bis C, also müsste 
die Wärme aufgenommen von C \A& E Null sein, was 
unmöglich ist. 

§ 10. Absolute Temperaturskale. 



Damit haben wir nun ein Mittel erhalten um ein Tempe- 
raturmaass einzuführen, unabhängpig von irgend einer ther- 
mometrischen Substanz. Bekanntlich basierte man die Ther- 
mometrie anfänglich ganz auf die Ausdehnung der Körper. 
Dies gab auch keine Schwierigkeiten, bis man entdeckte, 
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dass zwei Thermometer mit verschiedenen Flüssigkeiten, 
ja sogar aus verschiedenem Glase mit derselben Flüssigkeit, 
wenn sie bei 0" und 100" C. übereinstimmten, bei allen 
andern Temperaturen nicht mehr stimmten. Es tauchte 
daher die Frage auf nach einer absoluten Temperaturskale, 
d. h. einer Skale, die für alle Körper gleich gültig ist. 
Nun liesse sich mit einigem Rechte die Temperaturskale, 
wie ein ideales Gas als thermometrische Substanz sie ergibt, 
als solche absolute Skale einführen, denn in dieser Skale 
wird die Temperatur bestimmt durch die mittlere lebendige 
Kraft der Schwerpunktsbewegung der Moleküle, und es 
ist höchst wahrscheinlich, dass bei gleicher Temperatur diese 
mittlere lebendige Kraft für alle Körper gleich ist. Der 
Einwand, dass die so definierte Temperaturskale sich basiere 
auf die Annahme unendlich verdünnter Gase und sich also 
nicht bestimmen lasse an messbaren Eigenschaften eines 
wirklichen Körpers, ist dabei von geringer Bedeutung, denn 
auch der Zustandsgieichung: 



[p^-^Kv-b) = RT 



liegft dieselbe Temperaturskale zu Grunde, und diese Glei- 
chung gestattet, besonders wenn man mit der Variabilität 
von b Rechnung hält, das Verhalten von nicht allzu kom- 
primierten Gasen mit genügender Genauigkeit zu berechnen. 

Wichtiger ist der Umstand, dass die kinetische Theorie 
den Satz, dass bei Temperaturgleichgewicht alle Körper — 
auch die festen — gleiche mittlere Geschwindigkeit der Schwer- 
punktsbewegung der Moleküle haben, noch nicht allgemein 
beweisen kann. Auch die Idealgas-skale muss also auf die- 
sem Standpunkte bis auf weiteres des absoluten Charakters 
entbehren. 

In der oben gefundenen Gleichung aber : 
Q=/{n oder T=F(Q), 
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haben wir ein Mittel eine völlig absolute Temperaturskale auf- 
zustellen. Freilich würde es grosse Schwierigkeiten bieten die 
Wärmemengen Q direkt zu messen, aber wir wissen dass eine 
Temperaturskale, die von diesen Wärmemengen auf irgend 
eine Weise abhänget, für alle Körper gleich sein muss. Wir 
haben also jetzt nicht eine absolute Skale, sondern unendlich 
viele, denn wir können die Funktion -Fnoch beliebig wählen. 

§ 11. Die IdealgaS'Skale ist eine absolute 
lemperaturskale. 

Am einfachsten wird die absolute Temperaturskale werden, 

wenn wir für die Funktion F 
des vorigen § die einfache Pro- 
portionalität annehmen. Nun 
lässt es sich leicht zeigen, 
dass wir damit zu derselben 
Temperaturskale gelangen, die 
wir erhalten mittels der idealen 
Y Gase. Denn denken wir uns 
p. g ein ideales Gas, das einen 

Carnotschen Kreisprozess be- 
schreibt Für die Isothermen haben wir, wenn die Tempe- 
ratur in der Ideaigas-skale gemessen wird: 

pv = RT, 
fiir die Adiabate gilt: 

Nun is die Wärme, aufgenommen von A bis B (Fig. 5) : 

B VB 

A VA 

Ebenso: 
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Q.= 






also: 




öl 

02"" 


'Oa 




Ferner ist 


wegen 


der adiabatischen Gleichung: 




T.VjT^^ 


= T,Vc-\ 


und TiVb'"" = 


T,Vd-^ 


also: 











In die Gleichung für -y^ eingesetzt, liefert dies: 

Es ergfibt also auch die Idealgas-skale die geforderte Pro- 
portionalität von Q und T\ damit ist sie als eine absolute 
Temperaturskale erwiesen, wenn auch die Messung der 
Temperatur mit andern thermometrischen Substanzen als 
den verdünnten Gasen sich nicht leicht würde ausführen 
lassen. 

§ 12. Nukeffekt eines beliebigen umkehrbaren 
Kreisprozesses. 

Damit ist dann auch die Frage nach dem Nutzeffekt 
des Camotschen Prozesses vollständig beantwortet; wir 
wissen jetzt nicht nur, dass dieser Nutzeffekt nur von den 
Temperaturen 7] und 7i abhängft, sondern auch wie er 
davon abhänget. Denn es ist, wenn wir die Temperatur in 
der Idealgas-skale ausdrücken, jetzt der Nutzeffekt nach 
unserer obigen Formel 

Qx-Q^ __ T,- r, ') 
Qi ~ T, ' 



') In abnonnaleii Fällen bringt diese Formel scheinbare Schwierigkeiten. 
Denken wir uns einen Stoff wie Wasser unterhalb 4^ Die Isotherme von 
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Dieser Wert is nun der grösste, welcher bei irgend einem 




Fig. 7. 

Elreisprozess erreichbar ist, der zwischen denselben Tempe- 
raturen arbeitet. Betrachten wir einen beliebigen Kreisprozess, 
und denken wir uns eine Anzahl Adiabaten gezogen, sowie 




Fig. 6. 



höherer Temperatur liegt dann unterhalb der von tieferer Temperatur. Einerseits 
ist nun nach unserer Formel : 

also : 

Q% < 01. 
Andererseits aber ist, wenn der Prozess in 
der Pfeilrichtung durchlaufen wird, Q% auf- 
genommene und Qx abgegebene Wärme; 
es ist also die geleistete Arbeit Q% — 0i, 
und da sie positiv ist, scheint zu folgen 
Qt> Q\' Der Widerspruch ist natürlich nur 
scheinbar, er hellt sich auf, wenn wir bedenken, dass in diesem Falle sowohl 
Q\ als Q% das negative Zeichen haben. In Fällen wie dem hier betrachteten ist 
die /, V, T Fläche nach tieferen Temperaturen zu abgebogen von der /, Z-Ebene ; 
auf der /, v-Ebene hat die Fläche dann eine Enveloppe. Bringen wir ein 
System Kurven auf der Fläche an, so hat dieses System gleichfalls eine 
Enveloppe. In dem Isothermensystem zeigte sich dies darin, dass die tiefere über 
der höheren lag. Ebenso schneiden sich auch zwei auf einander folgende Adiabaten, 
und während vor der Schneidung die mehr rechts gelegene Adiabate von der 
mehr links gelegenen aus imter Wärmezufuhr erreicht wird, ist nach der Schnei- 
dung gerade das Umgekehrte der Fall. 
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in den Schnittpunkten derselben mit dem Kreisprozess die 
jeweilige Isotherme bis zur nächsten Adiabate. Es entstehen 
auf diese Weise eine grosse Anzahl Camotscher Prozesse 
(Fig. 7); der gesamte Inhalt derselben ist zwar dem Inhalt 
unseres Kj-eisprozesses nicht völlig gleich, denn es bleibt 
am Rande ein kleiner Rest, aber dessen Inhalt wird ver- 
schwindend klein, wenn wir die Adiabaten und Isothermen 
immer zaihlreicher nehmen. Es werden dann auch die Wärme- 
mengen gleich, die zwischen zwei benachbarten Adiabaten 
aufgenommen werden, ob man längs der Isotherme von der 
einen zur andern übergeht, oder längs des lu^prünglichen 
Kreisprozesses. Es ist also sowohl in Hinsicht auf die geleis- 
tete Arbeit, als anf die aufgenommene Wärme gleich, ob 
man den ursprünglichen ICreisprozess beschreibt, oder die 
Summe der Camotschen Kreisprozesse. Nun ist für jeden 
dieser Teilprozesse: 

wenn T^ die höchste imd T^ die niedrigste Temperatur des- 
selben ist Setzen wir statt T^ die höhere Temperatur Ti 
und statt T^ die niedrigere Temperatur 7i in die Formel 
ein, so wird aus beiden Gründen der Bruch kleiner, also die 
rechte Seite grösser. Wir haben also für jeden Teilprozess : 



also auch für die Summe: 






Grilt dies für umkehrbare Prozesse, wir werden alsbald sehen, 
dass es für nicht-umkehrbare Prozesse in noch verstärktem 
Maasse gilt. Dazu müssen wir aber erst einen weiteren Schluss 
aus unserer Gleichung gezogen haben, der von noch grös- 
serer Bedeutung ist als die schon erhaltenen. 
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§ 13. Einführung des Entropiebegriffs. 
Bei einem Camotschen Kreisprozess ist: 

Achten wir darauf, dass Q^ abgegebene Wärme bedeutet, 
so erhalten wir, wenn wir abgegebene Wärmemengen mit 
dem negativen Zeichen einführen, und jede Wärmemenge 
teilen durch die ihr zugehörige Temperatur: 

Nun ist klar, dass wir diese Summierung nicht nur auf 
einen Kreisprozess zu beschränken brauchen, sondern wir 
können beliebig viele Camotsche Eo-eisprozesse aneinander- 
reihen. Dann gilt das Resultat aber nicht nur für Csunotsche 
Ej"eisprozesse, sondern far jeden beliebigen Kreisprozess, denn 
dieser kann, wie wir soeben sahen, betrachtet werden als 
die Summe von unendlich vielen Camotschen KIreisprozessen. 
Wir erhalten also fiir einen beliebigen Kreisprozess nur eine 
Integration statt der Addition. 

Gehen wir also von einem Punkte Pimp, z^-Diagramm nach 

einem Punkte Q über, so ist der Wert von I -^ ein ganz 

bestimmter, nur von der Lage der Punkte P und Q abhän- 
giger, nicht von dem zurückgelegten Wege; wie wir oben') 
gesehen haben, gilt dies keineswegs von / dQ. Wir können 
also eine neue Funktion von v und p einführen, die wir 
Entropie nennen und mit vi bezeichnen wollen ; diese Funktion 
ist definiert durch: 

Q 
vip — fi^ =J -y^ =f{Vppp) —/{VqPq). 

p 

') S. 8. 
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oder für einen beliebigen Punkt, dessen Koordinaten/ und v 
sind: 

Selbstverständlich können wir auch v und T oder / und T 
als unabhängige Veränderliche betrachten. 

Es folgt aus dieser Definition, dass vi die Dimensionen 
einer Energfie, resp. einer spez. Energfie (Energie dividiert 
durch Masse) hat, je nachdem dQ als die totale zugeführte 
Wärme oder als die Wärme pro Gewichtseinheit betrachtet 
wird, und zwar in der Voraussetzung, dass wir T als reine 
Zahl betrachten. Dies ist natürlich nicht der Fall, wenn wir 
der Temperatur selbst, da sie gemessen wird durch die 
kinetische Energie der Moleküle, die Dimensionen einer 
Energie geben. Doch ist dies keineswegs nötig, da wir die 
Temperatur ja immer auffassen können als Verhältnis von 
zwei kinetischen Energien (bei der betrachteten Temperatur 
und der Temperatur 1^). Die letztere AufiFassimg, wodurch 
die Temperatur eine reine Zahl wird, ist die bei weitem 
gebräuchlichste, woran wir uns auch immer halten wollen. 

§ 14. Bestimmung von L Netu Formen der 
Hauptgleichung. 

Da nach dem Vorhergehenden >; = I --^ eine Funktion 

von p und v ist, ist —^ ein vollständiges Differential; aus 
der Gleichung: 

, dQ ( ds\ dT ^ l^.lds\ \dv 

folgt dann aber nach einem bekannten Satze der Differen- 
tialrechnung : 

3 
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^+(^)r . w}v 



1 d's ^^\dvjT \dT)v__dvdT , 



oder: 

/ 



=^+(^)r=-(m- 



Damit ist also die Grösse /, die bis jetzt in allen unsern 
Gleichungen als Unbekannte vorkam, ausgedrückt in Grössen, 
die durch die Zustandsgieichung gegeben sind. Wir erhalten 
jetzt für unsere Hauptgleichung in ihren drei Formen: 

dQ=cJT+Ti^^^dv (Ete) 

^c^dT-ri^^^dp (Hb) 

Femer können wir jetzt auch den Beweis erbringen, dass das 
Joulesche Gesetz vom Mariotteschen abhängig ist. Denn aus : 

in Verbindung mit: 
oder: 



pv = RT, 



folgt: 



') Es sei : 
Dann ist: 



\dT)v~ V ~ T' 

dy dxdy dx 
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§ 15. Die Maxwellsche Regel ßir das Gleichgewicht 
Flüssigkeit-Dampf, 

Noch andere wichtige Schlüsse lassen sich sofort aus der 
Erkenntnis ziehen, dass 

p 



/^ 



für einen umkehr- 




T 
baren Eo-eisprozess Null 
sein muss. Ziehen wir auf 
einer gegebenen Isotherme 
die horizontale Gerade, die 
den gesättigten Dampf- 
druck darstellt. Gehen wir 
jetzt von A nach B die- 
se Gerade entlang, so ist Y\g, 8. 
die Entropiezunahme zu 
bestimmen aus der Gleichung: 

Td^^=^d€ — pdv. 
Nun sind TyiwAp konstant während dieses Überganges, also : 

T{yiB — ^a) = ^b — £a—P {vb — Va)' 
Denken wir uns jetzt den Übergang zustande gebracht 
längs der theoretischen Isotherme, so erhalten wir: 

VB 

T{^B — ^a) = ^b — ^a— fpdv. 

va 

Aus beiden Gleichungen folget: 

fpdv =p {Vb — Vj,). 
Va 

Damit ist die bekannte Maxwellsche Regel gegeben, nach 
welcher die horizontale Linie der Verdampfung so hoch 
anzubringen ist, dass die beiden schraffierten Inhalte einander 
gleich sind. 

DiflFerenzieren wir unsere Gleichung nach T, so erhalten 
wir eine neue wichtige Beziehung. Bei der DüBFerentiation 
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muss beachtet werden, dass die Grenzen des Integrals Funk- 
tionen von T sind. Wir haben dann : 

+ P-Pr—P 



dT -^ dT- 
Nun ist /^=/b=/, es bleibt also: 



mv-[^V'- 



a). 



Dieselbe Beziehiing, welche für den Druck längs der theore- 
tischen Isotherme gilt, dass nämlich dieser Druck im Mittel 
gleich sei dem Drucke auf der empirischen, gilt also auch 
für den DiiBFerentialquotienten dieses Druckes nach der Tem- 
peratur bei konstantem Volumen. Nun ist aber auf der 
empirischen Isotherme der Druck unabhängig vom Volumen ; 
statt der Differentiation bei konstantem Volumen können 
wir also auch einfach die Änderung des Dampfdruckes mit 
der Temperatur schreiben. Wir haben also: 



/( 



i^),^=#°"- "•-'''• 



va 

Erhöhen wir die Temperatur, so nähern sich die Werte 
von z^A ^ind v^y bei der kritischen Temperatur fallen sie 

zusammen. Statt des Mittelwertes von (-^| zwischen diesen 



(^ 



Werten von Vj^ und v^ erhalten wir hier also einfach den 
Wert, den diese Grösse im kritischen Punkte hat, und somit: 



[\ör^Jkrit""L^^ V 



Jkrit. 

Diese Gleichimg liefert ein gutes Kriterium für die so 
schwierige Bestimmung des kritischen Volumens. Denn dieses 
lässt sich, da: 
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aus direkten Bestimmungen kaum ableiten, weil sehr geringe 
Fehler im Drucke erhebliche Fehler im Voliunen zur Folge 
haben. In neuerer Zeit hat man ') deshalb auch die Bestim- 
mung mittels der hier gegebenen Beziehung eingeführt. 

§ 16. Die Isentrope, Vorteilhaßeste Expansion bei 
Wärmemotoren. 

Wie wir schon aus diesen Beispielen sehen, hat unser 
Beweis, dass für einen Kreisprozess : 



/ 



^ = 



sei, und wir deshalb eine neue Funktion: 

einführen können, uns eine Grösse kennen gelehrt, die nicht 
ohne Bedeutung ist. Man hat manchmal die Ansicht geäussert, 
dass dies selbstverständlich sei, da doch jeder Funktion von 
/ und V eine Bedeutung zukommen müsse. Aber wir können 
ja im /, z'-Diagramm beliebige Systeme von Kurven anbringen, 
die alle in die Form /(p, v)^= C eingehen ; fraglich ist es 
jedoch, ob eine solche Kurve dann eine einfache physi- 
kalische Bedeutung hat. Sehen wir nun zu, was die neue 
Funktion >^ = C bedeutet. Wenn wir von einem Punkte 
dieser Kurve, P, zu einem andern, Qy gehen, so ist: 

dQ 



/^ 



^ =0, 

d. h. auf dieser Kurve muss überall dQ = sein ; die Kurve, 
auf der >f = C, — die wir deshalb eine isentropische nennen 
wollen — , ist also identisch mit einer Adiabate, oder auf jeder 



') Keesom, InauguraldisierUtion, Leiden, 1904, S. 88. 
Brinkman, Inauguraldissertatioii, Amsterdam, 1905, S. 41. 



38 



Adiabate können wir sagen: die Entropie hat hier diesen 
bestimmten Wert. Wir können also auch jeder Adiabate eine 
Nummer der Reihenfolge, einen Grad geben. Deshalb wollen 
wir in der Folge lieber die Bezeichnung isentropische Kurve 
verwenden statt Adiabate, da der Begriff der Gradation mit 
ersterem Namen wohl vereinbar ist, mit letzterem kaum. 

Die jetzt erworbene Einsicht, dass die Entfernung von 
einem Punkte P zu irgend einer Adiabate bestimmt ist durch 

Q 

I — ^f wo Q ein beliebiger Punkt dieser Adiabate ist, können 

p 

wir nun benutzen um das früher besprochene Problem über 
die vorteilhafteste Expansion zu erledigen. Ich sagte damals, 
dass dsus günstigste Resultat erhalten würde, wenn man 
nach erhaltener Explosion die Expansion adiabatisch vor 
sich gehen Hesse. Diesen Satz wollen wir nun beweisen. 
Denken wir uns drei Fälle. Im ersten halten wir das Volumen 
konstant, bis alle Wärme sich entwickelt hat (wir seien dann 
in B angelangt) und dann soll die Expansion adiabatisch 
stattfinden. Im zweiten Falle halten wir das Volumen konstant, 
bis wir den Druck D erreicht haben, dann expandieren wir 

unter konstantem Drucke so 
lange, bis unsere Wärmemenge 
erschöpft ist, und weiter adia- 
batisch; im dritten Falle endlich 
soll die Expansion isothermisch 
bis F vor sich gehen. Da wir 
mit einer bestimmten Wärme- 
menge arbeiten, ist es deutlich, 
dass unser Resultat um so 
ungünstiger sein wird, je mehr 

_.. f. die schliesslich erreichte Isen- 

Fig. 9. 

trope nach rechts liegt, denn 
lun so mehr Wärme wird am Ende des Prozesses noch in 
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dem Arbeitskörper stecken, also nicht in Arbeit umgesetzt 
sein. Nun ist es leicht zu sehen, dass die Isentrope, auf der 
E liegt, links von der Isentrope von F sein muss, aber 
rechts von der Isentrope durch B. 

Auf dem Wege von D nach B ist die Wärmezufuhr: 

I c^ dT, die Entropiezunahme : I ^ dT, auf dem Wege 

Tx 71 

D nach E die Wärmezufuhr: / c^dT^ die Entropiezunahme: 
7; Tx 



von 



/ 



-^ dT^ wobei : 



Tx T% Tt 

f c„ dT^=f CpdT, 

Tx Tx 

sein soll. 

Da nun c^ > c^, müssen die dT beim zweiten Prozesse 
kleiner sein als beim ersten, folglich aber auch die Z, da 
wir bei beiden Prozessen von derselben Temperatur 7| 

ausgehen. Daraus folgt aber, dass | -^ dT, das diese klei- 

Tx 

neren Werte von T im Nenner hat, grösser sein muss als 
7i 

-^ dT, d. h. beim zweiten Prozess haben wir grössere 

Tx 

Entropiezunahme. Noch deutlicher ist dies für DF, Denn hier 

Q 



I 



beträgt die Entropiezunahme -^. Der Nenner Ti ist also 

immer der kleinste von all den Nennern, die im Integral 
7; T» 

1 -:^ dT, oder 1 -yr dT, auftreten, und die Entropiezunahme 
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ist also hier noch grösser als bei der Expansion unter teil- 
weise konstantem Druck. 

§ 17. Entropiezunahme bei nicht umkehrbarer Zusiands- 

änderung. Entropie eines Systems^ das nicht im 

Gleichgewicht ist. 

Doch kehren wir zu unserer Entropie zurück. Die Iden- 
tität der Kurven von konstanter Entropie mit den uns wohl- 
bekannten Adiabaten ist uns ein neuer Fingerzeig, dass 
wir in der Entropie eine Funktion von grosser physikalischer 
Bedeutung kennen lernten. Um diese Bedeutung völlig 
aufzudecken, wären nun freilich wieder molekulartheoretische 
Betrachtungen nötig. Allein wie wichtig die diesbezüglichen 
Arbeiten, besonders von Boltzmann und GiBBS auch sind, 
so kann ich hier doch nicht darauf eingehen ; wer sich für diese 
Fragen interessiert, findet eine vortreflBiche Behandlung der- 
selben in BoLTZMANN's ') „Gastheorie" und Gibbs' „Elemen- 
tary Principles in Statistical Mechanics" % Aber auch schon 
aus unseren folgenden Betrachtungen werden wir aus der 
praktischen Nützlichkeit des Entropiebegrifife dessen grossen 
Wert erkennen lernen. Noch zwei Bemerkungen mögen fol- 
gen, um diesen Begriff vor Missverständnissen zu schützen. 

Wir haben gesehen, dass, wenn wir auf umkehrbare Weise 
vom Punkte P im /, z^-Diagramm zum Punkte Q übergehen, 

—=r ist. Wie steht es nun 

damit, wenn wir auf nicht umkehrbare Weise von P nach Q 
gelangen? Ist dann die Entropiezunahme eine andere, da ja 

i'- 

verständlich nicht, da ja vi eine Funktion ist, die nur von der 



* dO 
in diesem Falle \ -=- einen andern Wert bekommt? Selbst 



') Leipzig, Barth, 1896 und 1898. 
•) New- York, Scribner's son« 1902. 
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Lage von P und Q abhängt. Es ist völlig gleichg^tig, wie 
der betrachtete Körper in den Gleichgewichtszustand, aus- 
gedrückt durch Poder Q^ gekommen ist, dieEntropiezimahme 
muss die gleiche bleiben. Es ist eben in diesem Falle die 
Entropiezunahme nicht gleich dem jetzt auftretenden Werte 

vonj-^. 

Und zwar ist die dabei auftretende Entropiezunahme 
immer grösser als die Summe der jeweiligen Wärmemengen, 
geteilt durch T. Dieser Satz lässt sich in seiner Allgemeinheit 
freilich noch nicht beweisen, aber an einzelnen Fällen 
können wir seine Richtigkeit dartun. Denken wir eine 
umkehrbare Ausdehnung eines Körpers längs der Isotherme 
AB. Es ist: 

Denken wir jetzt eine nicht umkehr- 
bare Änderung; während dieser muss 
der Druck immer kleiner sein als 
während der vorigen, denn die Unum- 
kehrbarkeit kommt ja gerade dadurch 
zustande, dass der Körper sich aus- 
dehnt bei einem andern als dem Gleich- 
gewichtsdruck, imd grösser als dieser kann der Druck 
natürlich nicht sein, sonst würde der Prozess im umge- 
kehrten Sinne vor sich gehen. Es ist also jetzt: 

dQ = da^p'dv, 
dQ!<dQ. 



^^=5^ 

>?^^^ 



Fig. 10. 



wo: 



also: 

Es ist also: 



_ dQ dg 



^ = 



T ' 



Nehmen wir dagegen eine Kompression; jetzt muss der 
Kompressionsdruck bei der nicht-umkehrbaren Änderung 
immer grösser sein als der Gleichgewichtsdruck. Aber jetzt 
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ist auch dv negativ; es ist also dQ kleiner positiv oder 
grösser negativ als dQ, 

Wir können diese Resultate auch so ausdrücken: Wenn 
einem Körper die Wärmemenge dQ bei einer nicht umkehr- 
baren Zustandsänderung zugeführt wird, nimmt seine Entropie 
mehr zu als wenn die Zufiihrung stattfände bei einer 
umkehrbaren Änderung. Verliert der Körper jedoch bei dem 
nicht umkehrbaren Prozess Wärme, so ist sein Entropieverlust 
geringer, als wenn er dieselbe Wärmemenge bei einer 
umkehrbaren Änderung abgegeben hätte. 

Daraus ergibt sich nun der höchst wichtige Satz, dass 
die totale Summe der Entropien bei imimikehrbaren Pro- 
zessen immer zunimmt. Denn wir hatten zu unserer Aus- 
dehnung die Wärmemenge dQ' nötig. Denken wir uns diese 
Wärmemenge auf umkehrbare Weise einem Körper von der 
Temperatur T entzogen, dann verliert dieser eine Entropie- 

dO! 
menge —jT* Der sich ausdehnende Körper gewinnt aber, wie 

wir sahen, mehr als diesen Betrag; die Summe der Entropien 
beider Körper steigt. Wäre aber die Wärmemenge auf nicht 
umkehrbare Weise einem andern Körper entzogen, so wäre 
die Entropiezunahme nach dem zweiten soeben formulierten 
Satze noch grösser gewesen. Auf gleiche Weise ergibt sich, 
dass bei einer nicht imikehrbaren Kompression die Summe 
der Entropien des komprimierten Körpers und des Körpers 
der die frei werdende Wärme aufnimmt, steigen muss. Haben 
wir also z. B. einen Gasbehälter, der aus zwei Kammern 
besteht, in denen sich Gas unter verschiedenen Drucken 
befindet, und stellen wir beide in Kommunikation, so muss 
die Entropie der Gsusmasse aus zwei Grründen steigen, denn 
die eine Hälfte dilatiert sich nicht umkehrbar, die andere wird 
nicht umkehrbar komprimiert, während ein Wärmeabfluss 
nach der Umgebung, wie wir wissen (S. 16), nicht stattfindet. 
Wir nahmen bisher an, dass die Körper, die die Wärme 
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lieferten, resp. aufnahmen, dieselbe Temperatur hätten wie die 
sich ausdehnenden, resp. die komprimierten Körper. Wäre dies 
nicht der Fall, so wäre die Entropiezunahme noch grösser. 
Denken wir uns den Wärme liefernden Körper von der Tempe- 
ratur T,, den Wärme empfang-enden von der Temperatur Ti, 
wo selbstredend Z, > 7^. Ersterer verliert dann eine Entropie- 
menge -=r, letzterer gewinnt nach dem Vorhergehenden -^, 

wenn er die Wärmemenge erhält bei einer umkehrbaren Zu- 
standsänderung, und mehr als diesen Betrag, wenn er in einer 
nicht umkehrbaren Zustandsänderung diese Wärmemenge 
aufnimmt. Ebenso wird die totale Entropiezunahme noch 
erhöht wenn etwaige abgegebene Wärmemengen an einen 
Körper abgegeben sind dessen Temperatur niedriger war 
als die des abgebenden Körpers. Clausius hat diesen 
Umstand zuerst klar erkannt; dann hat Gibbs eine schärfere 
Fassung gegeben, auf die wir später zurückzukommen Gele- 
genheit haben werden '). Hier wollen wir dabei nicht still- 
stehen, sondern nur hervorheben, dass aus den obigen 
Betrachtungen folgt, dass der Camotsche Eo-eisprozess nicht 
nur einen maximalen NutzeiBFekt hat unter allen umkehrbaren 
Prozessen zwischen denselben Temperaturen, sondern unter 
allen Prozessen überhaupt zwischen diesen Temperaturen. 
Denn wir haben jetzt gesehen, dass bei einem nicht umkehr- 
baren Prozess die geleistete Arbeit für dieselbe Zustands- 
d. h. Energieänderung kleiner ist als bei einem umkehrbaren, 
die von der Umgebung auf den Körper geleistete Arbeit 
dagegen grösser. Aus beiden Gründen muss der Teil der 
zugefCkhrten Wärme, der in äussere Arbeit umgesetzt wird, 
kleiner sein bei einer beliebigen nicht umkehrbaren Zustands- 
änderung, als bei derselben Änderung, wenn sie umkehrbar 
vor sich gegangen wäre. 



') Abichnitt m. 
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Wie steht es nun zweitens mit der Entropia eines nicht 
im Gleichgewicht befindlichen Systems? Das Vorhergehende 
gibt uns nicht das Recht von der Entropie eines solchen 
Systems zu reden, und die Thermodynamik muss es überhaupt 
unentschieden lassen, ob der Begriff: ,,Entropie eines nicht 
im Gleichgewicht befindlichen Systems" Sinn hat Freilich 
ist es BOLTZMANN gelungen, den Sinn dieser Grösse auch für 
andere als Gleichgewichtszustände festzustellen, aber dies 
würde uns wie gesagt viel zu weit fuhren, und ich muss 
deswegen auf das genannte Werk verweisen. Dass aber 
der Sinn der Entropie für andere als im Gleichgewicht 
befindliche Systeme sich nicht so leicht erkennen lässt, 
braucht uns nicht zu wundem; mit der Temperatur z. B. 
ist es nicht anders. Die Temperatur einer Gasmasse, in der 
sich turbulente Vorgänge abspielen, oder die z. B. eine 
grosse sichtbare Bewegung hat, lässt sich erst mit Hilfe 
näherer molekulartheoretischer Betrachtungen angeben. 

§ 18. Der Wert von }j als Funktion von v und 7. 

Wir gehen jetzt dazu über, die Entropie in den unabhängi- 
gen Variabein auszudrücken, und wählen dazu v und T. 
Aus unserer Formel für dQ (IIa) erhalten wir, wenn 

wir bedenken, dass: 

Tdy^ = dQ, 

Also: 

wo F{T) eine näher zu bestimmende Funktion ist, die wir 
finden aus: 

Aus dieser Gleichung können wir eine wichtige Folgerung 
ziehen. Aus: 



-/(^ 
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(/ + ^)(^-*) = ^^. 
folgt: ^ ^ 

Dadurch geht unsere Gleichung über in: 

d. h. c^ ist allein Funktion von 7"; derselbe Stofifmuss immer 
dieselbe spez. Wärme bei konstantem Voliunen haben, unab- 
hängig von dem Grrade der Verdichtung. Bei Wasser ist 
dies keineswegs der Fall ; c^ für Wasserdampf ist 0,35 statt 
sehr nahe 1. Bei andern Stoffen, die sich weniger abnormal 
verhalten als Wasser, ist die Übereinstimmung weit besser ; 
streng gültig wird die Gleichung wohl nie sein, wenigstens 
nicht far Stoffe mit verwickelten Molekularformeln. Denn 
wir haben sie ja erhalten unter Zugrundelegung der Zustands- 
gieichung mit konstantem a und b\ hängt eine von diesen 
Grössen von der Temperatur ab, so wird c^ vom Volumen 
abhängig. Wenn nun auch die Konstanz von a in letzterer 
Zeit wieder mehr und mehr wahrscheinlich geworden ist, 
so ist doch b für Stoffe mit grossen Molekülen, wenn die 
Atome innerhalb derselben sich bewegen, wahrscheinlich von 
der Temperatur abhängig. Wäre a Temperaturfunktion, wie 
viele Forscher annehmen, und ich selbst früher manchmal 
angenommen habe, dann würde man erhalten: 

Im Falle des Wassers, wo c^ für den Dampf so viel 

kleiner ist als für die Flüssigkeit, wäre dann -^^ positiv. 

Wir kommen jedoch im nächsten Kapitel darauf zurück, 
und wollen hier fortfahren in der Bestimmung von vi. Bei 
äusserster Verdünnung wird jedenfalls der Einfluss der 
Veränderlichkeit von a und b verschwinden, und die Zustands- 
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gleichung sich immer mehr dem Mariotteschen Gesetze 
nähern. Wir können also jedenfalls annehmen: 



[^L-- 



Woraus folgt, zur Bestimmung der Funktion von T: 
F'(T) = ^^, 



oder: 



Wir erhalten also: 



F(T)=J' 



^äT. 



^-mi-^r-f^- 



Nehmen wir an, das c^^ unabhängig ist von der Tempe- 
ratur, so ergibt dies: 



=/(l7).'^^+^-'(^+^' 



und wenn wir die Zustandsgleichimg mit konstantem a und d 
einführen: 

}1 = Rl(v — i)A- cJ{{T) + C. 

Letztere Gleichung ist jedenfalls nur angenähert richtig, 
da b, wenn auch nicht sicher Temperaturfunktion, so doch 
jedenfalls Volumfunktion ist. 

Grössere Wahrscheinlichkeit hat die Annahme, dass c^^ 
nicht Temperaturfunktion ist; bei zweiatomigen Gasen, die 
am besten untersucht sind, hat man wenigstens bis jetzt 
keine Veränderlichkeit von c^^ konstatieren können. 

Früher haben wir gefunden: 

R_ _ Cp — c^ _ ^ _ j 

Nun lehrt die Zustandsgieichung, wie wir bald sehen wer- 
den, dass c^ in hohem Maasse abhängig ist vom Volumen, 
auch wenn a und b Konstanten wären. Wenn wir also 
Cj, — c^ oder k statt R in die Gleichung für vi einführen wollen, 
so müssen wir c^ und k nehmen wie sie bei sehr gfrossem 
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Volumen sind ; so wie wir ja auch immer unter der Angabe : 
,>6=1,4 für zweiatomige Gase" zu verstehen haben, dass 
dies der Wert ist für unendliches Volumen. Unter Beach- 
tung dieser Bedeutung von k können wir dann die vorige 
Gleichung schreiben: 

l{T{v-bf-') = ^ = C; 
oder auch, wenn wir statt T schreiben : 

[p + -^)(v-6). 



R 



erhalten wir: 



[p+^yv-i>Y=c. 



So wie wir nun für jede Isotherme eine Zahl einführen, 
die wir als den Grad dieser Isotherme bezeichnen, können 
wir dies für jede Isentrope tun. Natürlich müssen wir dabei 
bestimmen, welcher Wert der Entropie gehört zu bestimmten 
Anfangswerten für Temperatur und Volumen. Nennen wir 
diese Werte fio, Vq, 7i, so erhalten wir : 






i^'.-^j 



/ + 4 



^ + ^ 



Gerade so wie für die Isothermen, sind verschiedene Fälle für 
die Isentropen möglich. Es kann bei niedrigem Grade ein 
Maximum oder Minimum darin vorkommen, bei höheren 
Graden verschwinden diese. Doch ist dieser „kritische Punkt 
der Isentropen" nicht von grosser Bedeutung. Die Maxima und 
Minima, sowie der kritische Punkt fedlen in das labile Gebiet. 

§ 19. Entropische Beziehungen. 

Aus den drei Gleichungen für dQ^ oben gegeben, lassen 
sich vier Differentialquotienten von ^ ableiten. Die Ausdrücke 
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hierfür werden öfters thermodynamische Gleichungen genannt, 
so von Maxwell. Der Grund dafür ist, dass, hauptsächlich 
in England, die Entropie bei ihrer Einfuhrung als »thermo- 
dynamische Funktion" bezeichnet wurde. Seitdem hat man 
eingesehen, dass der Entropie nicht eine solche Ausnahme- 
stellung gebührt; es lassen sich, wie wir später sehen wer- 
den, verschiedene andere Funktionen aufstellen, die eine 
ähnliche Rolle spielen in der Thermodynamik; der Name 
„thermodynamische" Beziehungen ist also besser in „en- 
tropische* abzuändern. 

Aus unserer ersten Gleichung (IIa) folgft sofort: 



dvJT \dT)v' 
oder: 



mMU a. 

Wenden wir die allgemeine Formel auf den Fall der 
Änderung des Aggfregatzustandes an, dann wird dQ die 
latente Verdampfungs- resp. Schmelzungswärme, dv der 
Unterschied im spez. Volumen der beiden Zustände, und wir 
erhalten die Formel von Clapeyron: 

u ^ dT' 

Aus (1) können wir sofort ableiten, was wir früher schon 
auf andere Weise bewiesen, dass bei Wasser unterhalb 
4" die Entropie mit zunehmendem Volumen, in unseren Dia- 
grammen also nach rechts, abnehmen muss. 

Weiter ergibt sich auch die früher gefundene Gleichung für 

[\"örjzfjkrit. 
direkt aus dieser Beziehung, ohne dass man nötig hat, den 
Umweg über das Maxwellsche Gesetz zu nehmen. Denn aus : 



\bv]T \dT)v' 
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erhalten wir sofort, wenn wir längs der theoretischen Iso- 
tlierme integrieren: 



*"-'^=f{Wlv'^''- 



VA 

Wollen wir die Integration längs der empirischen Iso- 
therme ausführen, so haben wir wieder zu beachten, dass 
der Druck des gesättigten Dampfes imabhängig ist vom 
Volumen, dass also auf der empirischen Isotherme: 

\bT)v~ dT 
wo letztere Grösse eine Konstante ist auf dem ganzen Stücke 
zwischen Vj^ und v^* Dann liefert die Integration: 

dp kocx. , , 

Vergldchimg dieser Gleichung mit der vorigen liefert die 
früher erhaltene Formel. 

Aus der zweiten Form für dQiJlb) finden wir: 

(8^)r=""(er)/ (^) 

eine Gleichung, die sich übrigens auch sofort aus der ersten 

ableiten lässt, wenn man die beiden Seiten mit f-^j^ mul- 
tipliziert, und bedenkt, dass: 

im im l^\ __i 

\dT)v\evjp\dp)T ^* 

Ans der dritten Gleichung IJlc) finden wir: 

\ep)v ^ T \df)v* ""'^ \d^)p = ~T \d^)p' 

Nun folgt aus der ersten Gleichung (IIa), wenn wir dQ = 
setzen: 



i^/öZX __ldv\ 

T\ep)v~ [er)*,' 



und aus der zweiten: 
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T\dv)fi~\dT}n' 
so dass wir erhalten: 



und: 



(t)»=-F 



dTjvi 



\dv)p \dTJyi 



(3) 



(4) 



Diese Beziehungen lassen sich auch leicht geometrisch 
ableiten. Ziehen wir zwei Isothermen und zwei Isentropen, 
so gilt allgemein Ti{yi2 — ^\i = öi und T4^2 — ^\i = Ö2» also 




Fig. 11. 

öl — Ö2» die Arbeit durch den Inhalt der Figur ausgedrückt, 
= (T'i — 7i) {vi2 — >^i). Nehmen wir nun die beiden Isentropen 
und die beiden Isothermen unendlich nahe, so dürfen wir 
die vier Seiten als gerade und das Viereck als Parallelogramm 
betrachten, dessen Inhalt = A T^A >f . Diesen Inhalt können 
wir aber noch auf verschiedene andere Weisen darstellen ; 
verlängern wir die Isotherme 7i, legen wir durch A und 
C (Fig. 11) Geraden parallel zur /-Achse, die die genannte 
Isotherme in B und D schneiden, und durch C eine Grerade 
parallel zur z/-Achse, so ist der Inhalt des Parallelogramms 
= AB. CE, Nun ist: 
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Fig. 12. 



also: 
oder: 



-^-HfT)M^V^' 



(M UM.] 

\dv)T \dTjv' 



Zweitens können wir den Inhalt des Parallelogramms aus- 
drücken duch AE. CG (Siehe Figur 12). 




V 



Fig. 18. 
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(^ 



-(~^).-^ 



M _ (dv\ 
ydpJT- \dTJp' 

Drittens ist dieser Inhalt BK. BL (Fig. 13). 

BK 
woraus folget 

Endlich ist dieser Inhalt AM.AO (Fig. 14). 



^^-{V).^^- 



(^).=^^^ 




Fig. 14. 



woraus sich ergibt: 



(• 






Diese Ableitung der entropischen Beziehungen, sowie die 
oben ') gegebene Ableitung der einen aus der andern (die 
sich auch leicht auf die beiden andern ausdehnen lässt) zeiget, 
dass diese vier Beziehungen sich nur mathematisch unter- 
scheiden, physikalisch einer einzigen Gleichung gleichwertig 
sind, gerade wie dies der Fall ist mit den Gleichungen 
filr dQ. 



') S. 49. 



Kapitel n. 
Die Berechnung der kalorischen Grössen. 



§ 20. Die spez, Wärme bei konstantem Volumen, 

Wichtiger als diese verschiedenen Formen, worin wir das 
Resultat des zweiten Hauptsatzes fassen können, sind die 
Anwendimgen dieses Satzes. Wir sagten schon in der Ein- 
leitung, dass die Thermodynamik uns befähige, aus den 
thermischen Grössen die kalorischen zu berechnen. Wir sind 
jetzt imstande diese Rechnung durchzuführen. 

Wir wenden uns zu allererst der spez. Wärme bei kon- 
stantem Volumen zu. Aus der Gleichung für dQ in der ersten 

Form (IIa) erhalten wir, da ^^ ein totales Differential ist, 

nach einer bekannten Regel der Differentialrechnung: 

oder: 

Führen wir die Zustandsgieichung, wo a konstant und b 
Volumfunktion ist, ein, so erhalten wir: 

[dTjv v—6' \dT^]v "* 

Es wird also: 

c,= T.F(T), 



l_(dcA l&P^ 
T \dvJT~\i 
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ein Resultat, das alle Zustandsgieichungen gemein haben, 
die / linear von der Temperatur abhängen lassen. 

Dieses Resultat besagt nun, dass c^ unabhängig ist vom 
Volumeif, d. h. dass die spez. Wärme für konstantes Volumen 
genau so gross ist für äusserst verdünnten Dampf wie für 
die Flüssigkeit. Man hat dieses Resultat an Wasser prüfen 
wollen, es ergibt sich dann eine sehr grosse Abweichung, 
denn für Wasserdampf wird c^ ungefähr 0.35, während sie 
für Wasser sehr nahe 1 Hegft. Daraus hat man die Erwartung 
geschöpft, dass auch für andere Stoffe eine ähnliche Abweich- 
ung bestehen müsste, doch dabei übersehen, dass Wasser 
der abnormalste Stoff ist, der existiert. Für andere, normale 
Stoffe, wie Aether, ergibt sich eine viel bessere Anschliessung 
an unsere Gleichung, in Übereinstimmung damit, dass viele 
Forscher/ als ziemlich nahe linear abhängig von 7* gefunden 
haben. Die Abweichungen, die noch bestehen bleiben, liegen 
aber, wie wir in kurzem sehen werden, nach der andern 
Seite als beim Wasser, da c^ für den Flüssigkeitszustand klei- 
ner ist als für den Dampf. Damit wird auch die Erwartung 
hinfällig, dass man diese Abweichimgen erklären könnte 
aus einer Abhängigkeit von a von der Temperatur. CLAUSros 

T 
hat in seiner bekannten Gleichung statt a eingeführt a' -^ ; 

ich habe später statt dessen die Funktion a! e T\ versucht. 
In beiden Fällen kommt man jedoch nicht zu dem erwar- 
teten Resultat. Es sei: 

RT fp(T) 



so folgt: 
und also: 



P — ^ — h v" ' 



F(T). 



T V 

Bei den beiden oben erwähnten Funktionen ist nun 9'' (7) 
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positiv: es wäre also c^ für den Dampf kleiner als für die 
Flüssigkeit. Wollte man aber, um mit der Erfahrung im 
Einklang zu bleiben, 9(7) so wählen, dass ¥' {,T) negativ 
würde, so käme man nicht mehr aus mit der Grösse, derent- 
wegen Clausius gerade die Abhängigkeit von a von der 
Temperatur einfiihrte, der Dampfspannung. 

Aber auch für die Stoffe wie Wasser, für welche c^ im 
Dampfe kleiner ist als in der Flüssigkeit, würde die Einführung 
der obigen Formel nichts nützen, wie wir in kiu-zem (§ 23) 
sehen werden. Die erwähnten Abweichungen können also 
nur erklärt werden aus einer Abhängigkeit von b von der 
Temperatur oder aus anderen Umständen, denen in der 
Zustandsgieichung nicht Rechnung getragen ist (Entstehung 
von Molekularkomplexen etc.), und wir müssen die Beant- 
wortung darauf bezüglicher Fragen verschieben, bis wir die 
Zustandsgieichung genauer kennen werden. 

Aber auch wenn wir diese Funktion völlig kennen würden, 
wäre c^ uns noch nicht ganz gegeben, denn wir hätten 
dann zwar die Abhängigkeit dieser Grösse von v, aber nicht 
die von 7, und die letztere lässt sich auch nicht auf diese 
Weise finden; wir hatten oben schon Gelegenheit, kurz zu 
erwähnen weshalb. In der Zustandsgieichung tritt nur die 
Geschwindigkeit der Schwerpunktsbewegiing der Moleküle 
auf; haben die Moleküle noch andere Bewegungen, oder 
führen die Atome im Molekül Bewegungen aus, deren 
Energie sich mit der Temperatur ändert, so wird die dazu 
erforderliche Energie zwar in c^ auftreten, aber diese Bewe- 
gungen werden^ auf die Zustandsgieichung keinen Einfluss 
haben, wenigstens wenn sie die Gestalt und die Grösse der 
Moleküle nicht affizieren. 

c^ wird also in erster Linie abhängen von der Anzahl der 
Atome im Molekül, auf welche Weise lässt sich noch nicht 
bestimmt sagen, doch folgendes kann einige Anhaltspunkte 
bieten. Wir können die Gleichung: 
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schreiben : 

Nun ist, laut Definition, Tder Energie der fortschreitenden 
Bewegung proportional, wir können also setzen: 

wo dann Cq als die spez. Wärme der fortschreitenden Bewe- 
gung aufgefasst werden kann. Es ist also: 

/v = I CoT, 
wo: 

Co = lR = i{c^ — c^), 
und daher: 

Für einatomige Gase ergibt sich, da >fe = f gefunden 
ist, ^o = ^v> d- h. die Moleküle haben keine, oder nicht von 
der Temperatur abhängige Drehungsbewegungen. Je mehr 
Atome im Molekül, um so geringer wird der Wert von k, 
um so kleiner ist also der übrigen Energie gegenüber die 
Energfie der fortschreitenden Bewegung. Nun lehrt die kine- 
tische Theorie, dass die Energie für jeden neu hinzutre- 
tenden Grad von Freiheit mit dem gleichen Betrage zunimmt. 
Für zweiatomige Stoffe ergibt das Experiment ^=1.4, 

also —^ = 1. Da die fortschreitende Bewegung mit drei 

Freiheitsgraden übereinstimmt, müssen wir also für c^ ausser 
diesen dreien hier noch zwei weitere annehmen. Für drei- 
atomige Stoffe wird, da >fe = f, — 2- = |; die Bewegungen 

der drei Atome weisen also drei Freihdtsgrade auf, d. h. 
dass das dritte hinzutretende Atom nur einen Freiheitsgrad 
hinzufügt. Man könnte meinen, dass dann auch jedes weiter 
hinzutretende Atom nur einen neuen Freiheitsgrad bedeuten 
würde, und man also für n-atomige Stoffe finden würde: 



Co 3 



c,~3 + n' 



doch ergeben sich öfters, so z. B. bei Aether, 
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fbr k und somit für -^ Werte, die mit einem n übereinstim- 
men, das grösser ist als die Zahl der Atome im Molekül. 
Es müssen sich also entweder die Atome in einem solchen 
Molekül mit grösserer Freiheit bewegen, oder es müsste 
potentielle Energie der Atome im Molekül angenommen 
werden; dann liesse sich jedoch auch erwarten, dass die 
Änderung der potentiellen Energie mit der Temperatur die 
Folge einer Änderung der Mokülgrösse wäre, und diese 
müsste dann auch auf die Zustandsgieichung Einfluss haben. 
Vielleicht liesse sich auf diese Weise erklären, weshalb das 
Gesetz der übereinstimmenden Zustände, das sich so allgemein 
durchgängig als richtig erwiesen hat, doch in vielen Fällen 
nicht ganz mit den experimentellen Daten übereinstimmt. ^) 

§ 21. Die spez. Wärme bei konstantem Druck, 

Doch lassen wir diese Betrachtungen dar und nehmen 
wir c^^ als gegebene Grrösse an. Es lassen sich dan alle 
anderen spez. Wärmen aus der Zustandsgieichung mittels 
der jetzt gewonnenen thermodynamischen Beziehungen 
ableiten. Für ^„ bei anderen Volumina haben wir dies schon 
gesehen ; für c^ gilt die folgende Gleichung : 

c -c- ri^ (-^\ - ^U"^^ 

c, ""--^yeTjvydTjp- _(dp\ • 

\dv)T 

Die Gleichung zeigft sofort, dass c^ nicht wie c„ fast oder 
ganz unabhängig ist vom Volumen, denn an den Grenzen 



*) Ans dem Texte geht hervor, dass ein Gesetz der übereinstimmenden 
Znstftnde jedenfalls nicht erwartet werden darf Hir solche Vorgänge, bei denen 
c^ oder k eine Rolle spielt Man kann also durdiaus nicht erwarten, dass die 
reduaerten Isentropen aller Stoffe zusammenfallen werden, so wie die redu- 
zierten Isothermen es tun, denn fUr die Isentropen spielt ja k eine grosse Rolle 
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des stabilen Gebietes wo \^]'p=^^> wird Cp — c^, also Cp, 

unendlich. 

Wir wollen diese Grösse jetzt etwas ausführlicher disku- 
tieren. Setzen wir die Werte für (-^j und (^yr) ein, 

die sich aus der Zustandsgieichung ergeben, wenn wir a als 
Konstante und d als Volumfunktion betrachten, so erhalten wir : 

R 



c^ c„ 



._db 2a{v — bf 



dv RTv" 

Für sehr grosse Volumina liefert dies unsere frühere Gleichung 
Cp — c^z^R zurück. Es folgt aus der jetzigen Gleichung, 
dass diese Differenz im stabilen Gebiete niemals kleiner 
als R werden kann, denn da: 

\dv)T~(v — öf\^ dv] 7?' 
ist im stabilen Gebiete der Nenner immer positiv, und da 

-j- und — p^^ wesentlich positiv sind, wird der Zähler 

immer kleiner als 1. Für zf = i wird die Differenz R wieder 

erreicht, falls dann -^- = sein sollte. In Wirklichkeit wird 
dv 

also der Unterschied der spez. Wärmen bei konstantem 
Druck und konstantem Volumen immer grösser als R blei- 
ben ^). Für die Grenzen des stabilen Gebietes wird die 
Differenz unendlich, für das labile Gebiet wird sie negativ. 
In der Annahme, dass b konstant, erhalten wir also Figur 15. 
Bei steigender Temperatur muss der Ast im labilen Gebiete 
immer mehr abnehmen; bei der kritischen Temperatur ist 
er ganz verschwunden, die beiden Asymptoten sindzusam- 



') Daraus ergibt sich sofort, dass in den von VoiOT (Thermodynamik S. 221) 
angegebenen Daten für c^ — r« ein Rechenfehler stecken mnss. Es zeigt sich, 
dass die von Voigt angegebenen Werte fOr c^ — r« hundertmal zu klein sind. 
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mengefallen. In der Nähe des kritischen Punktes wird also 
Cp sehr gross, im kritischen Punkte selbst unendlich ; oberhalb 




Fig. 15. 

der kritischen Temperatur bleibt nur noch ein Ast mit einem 

Maximum übrig. 

Der Ort dieses Maximums lässt sich leicht bestimmen, 

db 
wieder in der Annahme, dass -^- = 0. Wir haben dann 

dv 

nämlich den Maximalwert für — p , — zu bestimmen. Loga- 
rithmisch dififerenzierend finden wir als Bedingung: 
= = — , oder 7/ = 3^, 

also beim kritischen Volumen. 

Für die Distanz des Maximums von der Achse finden wir, 
diesen Wert einführend: 

1 1 



8a^ 



1- 



21RW " T 

Wenn wir in Acht nehmen, dass b Volumfimktion ist, 

lässt sich der Ort nicht so leicht angeben, wohl können wir 
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bestimmen, nach welcher Seite das Maximum sich gegen 
das kritische Volumen verschoben hat. Die Änderung von 
Cp — c, mit V wird bestimmt durch die Gleichung : 

d{c, — g,) R 

dv ~ I d6 2a(v — 6? \*'^ 
[^ dv RTt^ t 

■ f d^ö ^^^--'){'-w) Ba(v-ön 
'^1 dif RW "^ RTi^ S 

Nun ist wegen: 

U«^M"^\ \dvß)v^-h RT^v^* ~ 

Führen wir den Wert fiir 1 5- aus der ersten in die 

dv 

zweite Gleichung ein, so erhalten wir nach leichter Umfor- 
mung: 

^^-di^='[—Rl^-R^^''-''^\^-di)\k- 
Dies in die obige Gleichung substituierend erhalten wir: 

\d(f^-_c^^ _r R r^iiiiZ:^ 

[ dv \k~\ / db 2a(y- ^)Y [^z^J T t\ 

[y dv Rw ) Jfe 

cPb 
Nun ist -^-j negativ, wie sich leicht daraus ergibt, dass für 

«f = CO b-=>^m und filr kleine Volumina v und b ungefähr gleich 

werden. (Siehe Fig. 16). Es wäre dann zwar noch möglich, dass 

die 3-Kurve einen Inflexionspunkt hätte, aber jedenfalls liegt 

dieser dann bei kleinerem Volumen als dem kritischen ; dort ist 

d^b 

-j^ ungefähr — 0.18. Es folgt daher aus unserer Gleichung, 
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wenn die Temperatur höher ist als die kritische, dass die 
rechte Seite der Gleichung negativ ist. Beim kritischen 
Volumen ninmit also c^ — c^ 
ab, wenn v zunimmt, das 
Maximimi muss also links 
vom kritischen Volumen lie- 
gen. Sind wir noch unterhalb Fig. 16. 
der kritischen Temperatur, 

so liegt das Maximum (im labilen Grebiete) bei grösserem 
Volumen als dem kritischen. 

Den Wert von c^ — c^, beim kritischen Volumen findet man 
mittels der obigen Gleichung leicht zu: 

R 



c^ — c^=^ 



[-a(-*)' 



Aus unserer Gleichung für ^ , — ^ ergibt sich schliesslich, 

dass wenn b konstant wäre, die c^ — c^ Kurve beim kleinst 
möglichen Volumen eine horizontale Tangente besitzen würde ; 
mit b abhängig vom Volumen ist dies nicht der Fall. 

Wir können unsere Gleichung S. 57 auf eine Form bringen, 
in der sie sich leicht zu numerischer Rechnung anwenden 

lässt Beachten wir, dass — (3^ 1 - = «, der Ausdehnungskoef- 

V \pl ip 

fizient, und — (51)7' = ^ der KompressibilitätskoeflBzient ist, 
so erhalten wir: 

Cf — ^„ = Tv -^. 

Mit den gegebenen Werten dieser Koeffizienten und des 
spez. Volumens lässt sich dann c^ — c^ berechnen, also wenn 
c^ bekannt ist, auch c^. 

Auf diese Weise finden wir für die linke Seite far Aether 
0.156; für Aether ist <:, = 0.540, also ^„ = 0.384. Nun ist für 
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2 

Aetherdampf die linke Seite — , also hier 0.026, und ^-fur 

tu 

Aetherdampf ist 0.4797, also c^ = 0.4537. 

Wir finden also, wenn diese Werte als endgültig angenom- 
men werden, c„ im Dampfe grösser als in der Flüssigkeit 
Wie gesagt ist dies nur möglich, wenn a oder d eine Tempe- 
raturfunktion ist. 

§ 21. Anwendung auf die Geschwindigkeit der Fort- 
pflanzung des Schalles in Gasen. 

Wie wir schon fiüher bemerkten, ist der Wert des Quo- 
tienten — wichtig für die Geschwindigkeit der Fortpflan- 

zung des Schalles in Gasen, und wir können über letz- 
tere aus dem Vorhergehenden einen interessanten Schluss 
ziehen. Dazu will ich eine einfache Ableitung der Formel für 
die Schallgeschwindigkeit geben, die zwar nicht völlig streng 
genannt werden kann, aber uns hier genügt, da für unsere 
Zwecke mehr die Anwendungen der Formel als diese selbst 
in Betracht kommen. Denken wir uns einen Kolben in einem 
Zylinder, mit Durchschnitt O, der nach innen gestossen wird 
mit der Geschwindigkeit u, die so gross ist, dass der ganze Pro- 
zess isentropisch vor sich geht. Wirkt der Überdruck dp auf 

den Kolben, so dürfen wir dafür dann auch schreiben | 



oder z'f^) — . Durch die Bewegung des Kolbens wird 

nun das Gas in dem Zylinder komprimiert, und diese Kom- 
pression dehnt sich mit Schallgeschwindigkeit aus. In der 
Zeit dt möge sie sich auf die Gewichtseinheit erstreckt haben, 
es ist also v^=^Osdt\ in dieser Zeit hat der Kolben eine 
Strecke udt zurückgelegt, also — ^fe = Oudt^ oder : 

dv u 



H- s ' 
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wir können also für die Kraft, mit welcher der Kolben 
gestossen wird, setzen: 



"P.T'' 



der Antrieb (Kraft mal Zeit) ist also: 

Dieser muss gleich dem in der Zeit di gewonnenen Bewe- 
gungsmomente sein. Nun ist die Masse, die sich in Bewegfung 
gesetzt had, puOdt, ihre Geschwindigkeit s. Wir erhalten also : 

~(^) ^T 0^^ = ^^Odt 

Sofort ersehen wir, dass eine Fortpflanzung des Schalles 

nicht möglich ist, wenn f-^j >0, aber dies ist auch nur 

innerhalb des labilen Gebietes der Fall. Nun können wir 
nach Gleichung II^:, S. 34 auch schreiben: 



'—^'fX^r 



oder wenn wir den Wert für — (S. 57) einführen: 

was jergibt, wenn wir ^, (>fe — 1) für R einsetzen : 

oder nach leichter Umformung: 

"■(z/-*)^\ kdv h^RT \ 

Bei der äussersten Verdünnung finden wir also ^^=ikRT\ 
zur Vergleichung gebe ich an, dass für die Geschwindigkeit 
der Molekularbewegung gilt: 
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Zpv = mns^ ; 
wenn mn = 1, wird pv = RT, also: 

Die Schallgeschwindigkeit in äusserst verdünnten Gasen 
ist also von derselben Ordnung, aber etwas kleiner, als die 
mittlere Geschwindigkeit der fortschreitenden Molekular- 
bewegnng. Für sehr starke Verdichtung nähert sich s 
dagegen, wie unsere Formel lehrt, dem Werte oo. Zwischen 
beiden Werten lieget, wie wir sehen werden, ein Minimum, 
wenigstens wenn die Temperatur nicht gar zu hoch genommen 
wird. Bei dieser Rechnung dürfen wir i als konstant betrach- 
ten, da sich zeigen wird dass die in Frage stehenden Volumina 
grösser sind als das kritische, und in diesem Falle hat die 
Inkonstanz noch nicht sehr grossen Einfluss. Wir haben also : 

!(«' — *)' küRT\ 
Nennen wir die Form zwischen Klammem U^ so ist: 
du V T^ . a — vb , a 



^ dv ~(v — bf (v — bf "^ kzi'RT ~ (v — bf "^ kv'Rr 
wir haben also bei konstanter Temperatur ein Minimum der 
Schallgeschwindigkeit, wenn: 

v^ a 

(^ _ i)3 — jiijiT ' 

was nur möglich ist, falls: 

a 



kbRT 



>1. 



Q _ 

Nun ist RTy^ — -r, die Bedingung wird also: 

27 T; , , r 27 
^-^>1 oder-^<g^. 

Das Minimum besteht also, so lange die Temperatur nicht 
höher ist als circa 2,25 Mal die kritische Temperatur. Wir 
hätten die Notwendigkeit des Minimums auch einsehen können 
aus der Gleichung: 
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läC/__a vi 

%dv~k^RT {p-bf 

was für grosse Verdünnung wird: 



±[-1 ll 

v'XbkRT T 



Ist also ,. -^— > 1, so nimmt s hier mit Zunahme von v 
koKl 

zu, also bei Kompression ab, was zu einem Minimum führen 

muss, da die Geschwindigkeit bei sehr grosser Verdichtung 

unendlich wird. Der Ort wo das Minimum sich befindet, Ist 

gegeben durch: 

7? _27 t; 

{p — b)^ —8k T' 
Bei 7^=0 liegt also dieses Minimum bei der äussersten 

V 

Verdichtung, bei T= T^ finden wir _ , circa |^, also v in der 
Nähe von 4Ä. 

§ 23. Die spez. Wärme entlang der Gremkurve. 

Euie andere kalorische Grrösse, die wir jetzt betrachten kön- 
nen, ist die spez. Wärme entlang der Grrenzkurve, d. h. fttr 
gesättigten Dampf oder gesättigte Flüssigkeit Nach unserer 
allgemeinen Gleichung ') für spez. Wärme haben wir in 
diesem Falle: 

Für die spez. Wärme der gesättigten Flüssigkeit ergibt 
sich hieraus nichts besonderes, denn für diese ist, wenn wir 

absehen von dem Falle Wasser unter 4°, [-jf:] positiv. 

Für den gesättigten Dampf jedoch ist diese Grösse negativ, 
woraus folgt, dass h auch negativ werden kann, d. h. dass 

') S. 10. 
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man, um zu höherer Temperatur zu gelangen, nicht Wärme 
zuführen, sondern Wärme entziehen muss. Dies klingt para- 
doxal, versteht sich jedoch sehr leicht: um den Dampf 
gesättigt zu halten, muss man denselben sehr stark kompri- 
mieren ; die dabei erzeugte Wärme ist mehr als hinreichend 
um die Temperaturerhöhung zu bewirken. 

Nun sahen wir früher '), dass alle diejenigen Kurven nega- 
tive spez. Wärme haben, die in dem spitzen Winkel zwischen 
Isentrope und Isotherme liegen. Ist also h negativ, so 
muss die Lage sein wie in Fig. 17^ ; Fig. W^ stimmt mit h 

positiv überein. Damit hänget es 
zusammen, dass im ersten Falle 
adiabatische Ausdehnung zur Ver- 
flüssigung führt, im zweiten adia- 
batische Kompression. Wir wer- 
p. -^ den sehen, dass je nach der Art 

des Stoffes letzteres eintreten kann 
oder nicht. (Das erstere tritt bei jedem Stoffe ein, wenn 
man die Temperatur genügend tief nimmt). Eine allgemeine 
Regel lässt sich nicht geben, weil das Gesetz der korrespon- 
dierenden Zustände nicht gilt, da hier die Isentrope, d. h. die 
Grrösse k, eine Rolle spielt. Wir können also erwarten, dass 
vielatomige Stoffe sich anders verhalten werden als ein-, zwei-, 
oder dreiatomige. Dieser Unterschied zeigte sich schon, als 
man zuerst dies Gebiet untersuchte, obgleich man ihn damals 
noch nicht zu deuten wusste. Clausius hatte für Wasser h 
berechnet, und fand den Wert negativ; Zeuner berechnete 
darauf dieselbe Grösse für die von Regnault untersuchten 
Stoffe, und fand überall h negativ, nur Aether machte eine 
Ausnahme. Man hielt damals Aether für eine wirkliche 
Ausnahme, später erst wurde es klar, dass diese Ausnahms- 
stellung nur dem Umstände zuzuschreiben war, dass Regnault 

•) s. 11. 
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seine Versuche hauptsächlich an Stoffen mit kleinen Mole- 
külen angestellt hatte. 

Die Clausiussche Formel zur Be- X''^^^^ 

rechnung von h lässt sich leicht auf / Nv» 

folgende Weise ableiten. Es seien die L'SS"I"SSS. 
Grenzkurve und zwei Isothermen ge- 
zeichnet (Fig. 18). Die Entropiezunahme Fig. 18. 

von A nach B über B' ist : 

, II .- . r + dr 

Über B" ist die Zunahme: 

. r .hdT 

Setzen wir beide einander gleich, so erhalten wir: 

dt T 

die Clausiussche Formel. (Selbstverständlich hätten wir in 
unserem Beweise statt -=- und -=- auch -=-; — ^^ und 



T T T+dT T+dT 

schreiben können). 

Nun ist für Wasser H sehr nahe gleich 1, und r findet 

sich aus der bekannten Regnaultschen Formel: 

r = 606,5 — 0,305 r. 
also bei 0" : ^ -.^ - 

Ä = l-0,305-^. 
bei 100»: 

Ä = l - 0.305 -|f^. 

Sehen wir jetzt zu, von welchen Umständen das Zeichen 
von h abhängt. Nach unserer Formel: 

wird dieses Zeichen ganz beherrscht von dem Werte von 
\1t] ' ^^^ü^^ wir nun das Volumen entlang der Grenzkurve 
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Fig. 19. 



als Funktion der Temperatur auf, so wissen wir, dass Dampf- 
und Flüssigkeitsast im kritischen Punkte 
stetig in einander fliessen müssen ; für 
7^= wird das Dampf volumen unend- 
lich und das Flüssigkeitsvolumen = 6 ; 
wir erhalten also Fig. 19. Aus den 
Daten von Sydney YouNG flr Aether 
ergiebt sich, dass der Inflexionspunkt 
auf dem Dampfaste schon bei einer 
reduzierten Temperatur 0,975 liegt, 
also sehr nahe dem kritischen Punkte. 

Trägt man statt des Volumens den umgekehrten Wert, die 
Dichte, auf, so bekommt man, wie sich leicht ergibt, Fig. 20 ; 
für diese gut angenähert das von Mathias gefundene 
Gesetz des geradlinigen Durchmessers, das sich in der Nähe 
der kritischen Temperatur auch theo- 
retisch ableiten lässt. 

In der Nähe der kritischen Tem- 
peratur wird also das negative Glied 
von A: 

(k-l)T (dv\ 

V — b \dT)Gr: 

völlig überwiegend über den positiven Teil 1. Dies wird 
aber auch der Fall sein für sehr tiefe Temperaturen, denn 
es ist stets: 

T dpv T dp .T dv 

'Jv lT~^'df^~v'dT 

Nun gilt für die gesättigte Dampfphase die Formel: 




Fig. 20. 



p dT~-' 



T' 



wo /eine Konstante ist; bei tiefen Temperaturen gilt das 
Mariottesche Gesetz, also: 

dT~ T' 



und daher: T dv ^ 7^ 

Zwischen dem absoluten Nullpunkte und der kritischen 
Temperatur muss also h ein Minimum haben. Um diesen 
minimalen Wert angenähert zu finden, müssen wir jetzt 
noch das Produkt pv längs der Grrenzkurve als Funktion 
der Temperatur betrachten. Wir wissen, dass auch hier im 
kritischen Punkte Dampf- und Flüssigkeitsast stetig in ein- 
ander übergehen müssen, und zwar hat das Experiment 
für alle normalen Stoffe für den Wert dieses »kritischen 

Koeflfizienten" (-r— ) ungefähr 3,7 ergeben. Für r=0 wird 

nach dem Mariotteschen Gesetze pVi Null, a fortiori ist pVi 

Null. Für den Differentialquotienten -^ finden wir bei tiefen 

Temperaturen R\ -^ ergibt sich aus: 

dpVi pdvi . Vjdp 

'dT~~dT"^''dT' 

Beide Glieder rechts sind Null, da/ = und -^~- endlich, also 

-^ Null ist. Daraus ergibt sich die nebenstehende Kurve 
(Fig. 21). Etwas imterhalb der kritischen 
Temperatur ist also -^ = 0. Die Tem- 
peratur des Minimums für — (-T^f. ) 
^ V \dT]Gr, Fig. 21. 

wird nun niedriger sein als die des Maxi- 

— dpv^ 
mums in Fig. 21, denn bei höherer Temperatur steigt ,^ 

sehr stark an (von bis unendlich), während in der Nähe dieses 

Maximums das andere Glied — -^ =/^ "^^ ziemlich 

geringe Änderung aufweist. Nun befindet sich das Maximum 
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der /272-Kurve nach den Versuchen von Sydnev^ Yoüng 
bei ungefähr 7':=0,8 7\. Bei dieser Temperatur liefert aber 
die Gleichung: 

Tdp__ 7\ 

ungefähr 8,5. Etwas höheren Wert muss also die Funktion 
— \—pf\ '^^ ihrem Minimum haben, und wiederum etwas 

T^ / f \ 

höheren ^ (-ff) » doch ist der letztere Unterschied nicht 

V — b \dTjGr, 

bedeutend, dabei 7^=0,8 7\ das Dampfvolumen schon so gross 

ist, dass b nur einen kleinen Teil davon ausmacht Wenn also h 

positiv werden soll, so muss 8,5 (^ — 1) kleiner als 1 werden, 

also k kleiner als |^. Bei ein-, zwei-, und dreiatomigen Stoften 

ist also ein positiver Wert für h ausgeschlossen. Aus der 

nebenstehenden Zeichnung (Fig. 22) für die beiden Teile von h : 

T ldü\ _ 1 



V — b \dT)Gr, 



k — l 



und -7 z , sehen wir aber dass, selbst für sehr 

kleine Werte von >6, h 
nur zwischen zwei be- 
stimmten Temperatu- 
ren positiv werden 
kann, die sich ergeben 
aus den Schnittpunk- 
ten der Linien für 

V — b \dT)Gr. 

T — -, Wenn wir also 
K — 1 

Fig. 22. auf der Grenzkurve 

irgend eines Stoffes h 
positiv finden, giebt es eine höhere und eine tiefere Tempe- 
ratur, bei welcher h wieder negativ wird, also durch Null 
hindurchgeht. In diesen Punkten berühren sich also die 
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Grrenzkurve und die Isentrope. Für den besonderen Fall, dass 

-T T- gerade den Wert erreicht, den ■. ( -7^ | im Mi- 

k — 1 ° V — b\dT)Gr, 

nimum hat, fallen diese beiden Berührungfspunkte zusammen, 

und wir bekommen eine Berührung höherer Ordnung. 

Weshalb die vielatomigen Stoffe sich in dieser Hinsicht 

anders verhalten als die Stoffe mit wenig Atomen im Molekül, 

können wir jetzt auch einfiich angeben. Die Grenzkurve hat 

in reduziertem Maasse für alle normalen Stoffe dieselbe 




Fig. 231. 

Form; während nun aber bei Stoffen mit grossem k die 
Isentropen so steil ') verlaufen, dass sie, wenn sie einmal die 
Grrenzkurve überschritten haben, immer im heterogenen 
Gebiete bleiben, sind sie für vielatomige Stoffe so flach, 
dass sie wieder aus dem heterogenen Gebiete austreten können. 



') Dass iÜr grosse Werte von k die Isentrope steil verläuft, ergibt sich 
unmittelbar aus: 

denn f -^) ^ ist, wieder in reduziertem Maasse, (lir alle Stoffe gleich. 
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und erst sehr viel weiter rechts das heterogene Gebiet 
wieder erreichen werden (Fig. 23^ und Fig. 23^. Im allge- 
meinen sehen wir also, dass je flacher die Isentropen, \xm 
so tiefer die Temperatur sein wird, bei der man durch 
adiabatische Entspannung Flüssigkeit erhält. Der Umstand, 
dass adiabatische Entspannung so gute Resultate ergeben 




Fig. 28n. 

hat für die Kondensation der permanenten Gase, hängt also 
au& engste damit zusammen, dass diese nur zwei Atome 
im Molekül aufweisen. 



§ 24. Du innere latente Verdampfungswärme. 

Wenden wir uns jetzt zur Ableitung einer andern kalo- 
rischen Ghrösse, der inneren latenten Verdampfungswärme. 
Es ist dies derjenige Teil der latenten Verdampfungswärme, 
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der nicht zur Leistung äusserer Arbeit verwendet wird. 
Bezeichnen wir die erstere Grösse mit p% die letztere mit 
r, und die Differenz der spez. Volumina des gesättigten 
Dampfes und der Flüssigkeit mit u, so ist : 

Zur Berechnung von p müssen wir erst € ausdrücken in v 
und 71 Wir benutzen dazu die Gleichung, die wir als erstes 
Resultat des zweiten Hauptsatzes kennen lernten: 

Bevor wir dazu übergehen aus dieser Gleichung mittels 
der Zustandsgleichimg € zu berechnen, ein paar Worte über 
den umgekehrten Gebrauch, den man von dieser Gleichung 
hat machen wollen; nämlich aus Energ^ebeziehimgen die 
Zustandsgieichung aufzustellen. Es ist unschwer zu sehen, 
dass diese Versuche nicht zum Ziele führen können. Denn 
schreiben wir die Gleichung: 



[dvJT \i 



so folgt: 






)r 



\dv}T 



Erstens müssten wir also (-Tr-i^ als Funktion der Tem- 



peratur und des Volumens kennen, und ich wüsste kein Mittel, 
diese Grösse festzustellen, als eben aus der Zustandsgieichung. 
Aber selbst wenn diese Schwierigkeit gelöst wäre, so wären 
wir unserem Ziele noch um keinen Schritt näher gekommen, 
denn es tritt in unserem Resultate dann noch eine unbe- 



>) Ogleich wir sonst den Buchstaben q ausschliesslich wählen zur Bezeich- 
nung einer Dichte, wollen wir in diesem und dem nächsten Paragraphen der 
gewöhnlichen Bezeichnung folgen, die auch die innere latente Verdampfungs- 
wärme mit ^ andeutet. 
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kannte Funktion von v auf, und diese kennen zu lernen, war 
ja eben das Ziel unserer Rechnung. 

Umgekehrt dagegen lässt zieh e leicht berechnen, wenn 
die Zustandsgieichung und c^^ gegeben sind. 

Denn aus: 



folgt: 
also: 



T 



dp\ _ RT 
dT)v~v — V 

de a 



daher: 
und: 






-l-j' 



dT. (1) 



oder, wenn wir c^^ unabhängig von der Temperatur denken : 

^ I -r 

^ = VCv^T. 

z; * 

Im ersten Gliede finden wir die potentielle Energie der 
Moleküle; dass dieses Glied negativ ist, bedeutet, dass wir 
Anziehungskräfte haben, denn die Energie nimmt zu, wenn 
V sehr gross wird. Im zweiten Gliede finden wir die von 
der Temperatur abhängige Energie (die kinetische Energie 
der Moleküle und der Atome, auch etwaige potentielle 
Energie der Atome, wenn diese von der Temperatur abhängig 
ist). Sollte die potentielle Energie der Moleküle auch von 
der Temperatur abhäng^ig sein, so wäre dies nur möglich, 
wenn a Temperaturfunktion wäre. In diesem Falle erhiel- 
ten wir: 

da 



Jdp\ ^ Rl 
\dT ]v V — 



RT ^^dT 



b 
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also: ^ da 

Ib^ ^ dT 



\dvJT~ v" 

woraus folgt: 

^ da 
a — T 



— +An 



Aus der Energie ergibt sich jetzt sofort die innere latente 
Verdampfungswärme, denn diese ist gleich der Differenz 
des Energieinhaltes von Dampf und Flüssigkeit. Bei kon- 
stantem a erhalten wir also: 

a a 

~ Vi "" z'a ' 
Selbstverständlich finden wir dann aber p nicht in unserer 
gewöhnlichen Einheit, der Kalorie, ausgedrückt, da a nicht 
in dieser Einheit ausgedrückt ist, sondern in Atmosphären 
und dem Volumen, das ein Mol unter dem Drucke der Atmo- 
sphäre bei 0® einnimmt. Sei der Druck der Atmosphäre in 
Gr. cM. /o und dieses Volumen Vq cM^., so erhalten wir in Erg : 



Mt.-^\ 



2 
Nun ist aber p^v^ = 273 R in Erg, oder 273 . — in Kalo- 

rien, also: 

oder, wenn wir die Dichte statt des spez. Volumens einftkhren : 



— ^(^1- 



Ich will hervorheben, dass dieses Resultat unabhängig 
davon ist, ob und auf welche Weise b vom Volumen abhängt. 
Sind aber a oder b Temperaturfunktionen, so ändert sich 
unser Resultat. Im ersten Falle ergibt sich sofort aus dem 
Werte von f, den wir oben ableiteten: 
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Bei Vergleichung mit unserer soeben abgeleiteten Form : 

finden wir also die innere latente Verdampfungswärme mit 

multipliziert. 

§ 25. Die innere latente Verdampjungswärme. Prüfung 
der Ergebnisse an der Erfahrung, 

In Verbindung mit unseren früheren Bemerkungen (§ 20) 
über die Änderung der spez. Wärme bei konstantem Volumen 
können wir dies Ergebnis an der Erfahrung prüfen. Für 
so tiefe Temperaturen, dass Vx gegen v^ zu vernachlässigen 
ist, geht die Gleichung über in: 

da 







P- 


a — 


dT 

Vi 


Nun haben wir 


früher 


■') gefunden: 








tCa 










V 


-^F(T), 


also: 








d}a 






S 


-s 


dT" 






T 


V, • 


Aus beiden 


folgt: 


s- 


s 


^ dT' 




p 




" ^dT 



*) S. 54. 
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Nehmen wir nun die von Clausius vorgeschlagene Form 
füi a, hL —^fr-, so erhalten wir mit: 



mid: 



da ,T^ 

dT~ " 7*' 



S 1 



Für Wasser bei (fi wäre also: 

_ _ 505 
S S — 273 ' 

also fast 2, während der wirkliche Wert 0,65 beträgt. Für 
Aether finden wir: 

_ _ 80 
S ^•a~273' 

Da £:^=0,45, müsste ^:^j = 0,75 sein, während sich aus 
dem Werte von Cp 0,38 ergibt. Die Clausiussche Tempera- 
turfunktion ist also jedenfalls zu verwerfen. Die früher von 

mir vorgeschlagene Form t^e A würde zu etwas besseren 
Resultaten fiüiren. Mit: 

da -1 , I^^ 



und: 



d'a 1 , I±^ 



ergibt sich: ^ 

also für r=i7;: 

S S— 37;- 
Die Differenz mit dem faktischen Werte ist also hier viel 
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geringer, jedoch für Aether haben wir noch immer das 
falsche Vorzeichen. 

Noch auf anderm Wege lässt sich zeigen, dass die Ein- 
führung von a als Temperaturfunktion mit der innern latenten 
Verdampfungswärme in Konflikt kommt. Ist a nicht Tem- 
peraturfunktion, so wird, wie wir soeben sahen: 

A'"" ^„. 2 



wenn a Temperaturfunktion ist, ist die rechte Seite zu 
multiplizieren mit: 

T 
also für die Clausiussche Funktion mit 2 -^, für die Expo- 

j^ T* ^* — T 

nentialfiinktion mit — ^-= — e A . Nun lässt sich der 

Wert des linken Gliedes aus Bestimmungen von Mathias 
für Kohlensäure berechnen. Man erhält für: 
T= 30« 25« 20" 15° 10" 5" 0" — 5" — 10" — 15" — 20" — 25" 
63 53 55 56 59 60 61 62 61 60 61 64. 

Aus der Änderung dieser Zahlen mit der Temperatur 
lässt sich wenig schliessen ; die Experimentaldaten sind dazu 
nicht scharf genug, wohl aber lässt sich ein Schluss ziehen 
über den absoluten Wert. Denn mit beiden Formeln für 
die Abhängigkeit von a von der Temperatur muss man 
das linke Glied von (2) in der Nähe der kritischen Tempe- 
ratur mit 2 multiplizieren. Berechnet man dann aus diesen 
Daten a, so erhält man 0,0048, während auf andern Wegen 
feist das doppelte gefunden wurde, also der Wert den man 
aus der unveränderten Gleichung (2) erhält Dies spricht 
also entschieden wider die Annahme einer jeden Funktion 

da 

für die Temperaturabhäng^igkeit, die den Wert 2 fiir a — ^"jj- 

ergiebt. Damit fällt dann aber gerade der Grrund fort, weshalb 
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Clausius seiner Zeit diese Abhängigkeit einführte. Dies 
geschah um die experimentellen Daten über die Dampf- 
spannung besser mit der Zustandsgieichung in Übereinstim- 
mung zu bringen. Denn aus 



RT afp(T) 
folgt: 



^— ir_3 v" 



\dTJv v — b 2^ • 
Schreiben wir -tfI^H Wl statt 7, so erhalten wir: 

Mit zr = 33, pz=z—- und 9(7^=1, liefert die rechte 

Seite 4, während das Experiment 7 ergibt. Deshalb führte 
Clausius eine Temperaturfunktion ein, die den Wert 2 für 

{^(T)-T^\T)] 
ergiebt, wodurch die rechte Seite dann auf 7 steigt. Es ist 
dies aber derselbe Ausdruck, von dem wir soeben fanden, 
dass er nicht 2 sein dürfe. Die Steigung der rechten Seite 
von 4 auf 7 muss also einen andern Grund haben, und 
dieser lässt sich auch leicht angeben. Wir haben soeben 
v = ^b gesetzt, weis nur erlaubt wäre, wenn b eine Konstante 
wäre. Nun wissen wir aber, dass die Variabilität von b 
gerade auf alle Volumg^össen bedeutenden EinSuss hat. 
Während der Zahlenfaktor ,V ^" ^^^ Gleichung fiir den 
Druck noch mit gfrosser Annäherung verwendet werden kann, 
müssen wir den Faktor 3 in der Gleichimg für das kritische 
Volumen abändern in 2,1 bis 2,2; dadurch erludten wir aber 
mit /'(r) = für die rechte Seite einen Wert, der fast 7 
beträgt, also mit der Erfahrung übereinstimmt. 
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§ 26. Einflnss der Veränderlichkeit von b auf die 
innere latente Verdamp/ungswärme. 

Auch eine Abhängigkeit von b von der Temperatur wird 
durch diese Überlegungen unwahrscheinlich gemacht. Es sei : 
._ RT a 

^~v — b z^' 
wo : 

b=/(v, T), 
dann ist: / g^ \ _ r rt l db\ 

\eTlv'~v — b^{v — b)*\dT)v' 

\dv)T~ [dTJv ^~ {v — bf\dT)v'^ v" 

Im allgemeinen kann diese Gleichung erst integriert werden, 
wenn wir b als Funktion des Volumens kennen; aber die 
genaue Kenntnis dieser Funktion ist für unsere jetzigen 
Zwecke nicht nötig. Wir wissen, dass jedenfalls: 



b 



=<•) 



wo bg der Wert von b bei äusserster Verdünnung ist, also 
bei Molekülen von Kugelform das Vier&che des Volumens 
der Moleküle. Es ist also : 



V \v I 

Damit wird das zu bestimmende Integral: 

/• dv ( db\ _ f vdv fc) _ { dv „(bA/dbA 
J [v — b)\dT)v~J (v — b)'\dTlv~j(v — bf \v )\dT Jv" 
also: 

#).jirV'(T)+^<^= 



. ^ + R7-[ 



._f__^(db^ 
V b„ ~ 
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Nun ist: 



Also: 



\ V ] V 



Schreiben wir hier fA — r statt j , so erhalten wir 

für p = fa — f „ 

oder: 

T da 
Wir erhalten also das Hauptglied, wie fiüher mit 1 -j^, 



') In dieser Gleichung dürfen wir nicht wie früher 

seuen; um F{T) zu bestimmen, schreiben wir: 
a T, 



V hg 

Nun ist : 



'• = \dfh — M + v^hi — —äf 

also : 



T idba 

\-F'{T), 



dT 
woraus folgt: 



+ /^'(r). 



_ a T (dbg\ b f 



somit: 

dT. 
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m 



so hier mit 1 + "T" ( ^) nmltipliziert, während merkwürdi- 
gerweise jetzt in der innem Verdampfungswärme noch ein 
zweites Glied auftritt, das der äussern Arbeit bei der Ver- 
dampfung proportional ist. Dieses Resultat, dass Abnahme 
von a mit zunehmender Temperatur denselben Einfluss hat wie 
Zunahme von 3, bestätigt sich übrigens auch in andern Fällen. 

§ 27. Experimentelle Bestimmung der latenten 

Verdampßingswärme und der spez. Wärme 

längs der Gremkurve. 

Bevor wir von der latenten Verdampfungswärme Abschied 
nehmen, wollen wir noch einen Augenblick stillstehen bei 
der experimentellen Bestimmung dieser schwer zugänglichen 
Grösse. Die Methode, mittels welcher Mathias die oben 
gegebenen Zahlen bestimmte, war die folgenda Erbrachte 
eine bekannte Menge seines Stoffes (Kohlensäure) in einer 
zugeschmolzenen Röhre auf die Temperatur 7^, und liess sie 
sich dann im Kalorimeter abkühlen bis auf 71 Die Wärme, 
die dabei frei wird, lässt sich auf folgende Weise ausdrücken. 
Druck und Volumen des Gemisches von Dampf und Flüssig- 
keit bei der Temperatur V 
l mögen durch den Punkt Q 

(Fig. 24) dargestellt sein, 
bei der Temperatur T 
durch P\ Pliegt bei etwas 
gerigerem Volumen we- 
gen der Abkühlung des 
Behälters und der Ab- 
nahme des innem Druckes 
in demselben. Im ersteren 
Punkte mögen pro Ge- 
wichtseinheit Stoff y Gr. Dampfund (1 — /) Gr. Flüssigkeit 
anwesend sein, in zweiten^ resp. (I —y). Sei das spez. Volumen 




Fig. 24. 



von Flüssigkeit und Dampf resp. Vi und V2, so ist das 
totale Volumen der Gewichtseinheit: 

also: 

7/ — z/i = (1 — jv) («'2 — «'i); 

ebenso: 

V2 — v = y(v2— Vi). 

Die Stücke QB und ^C verhalten sich also umgekehrt 
wie die vorhandenen Flüssigkeits- resp. Dampfmengen. 

Berechnen wir jetzt den Energieunterschied pro Gewichts- 
einheit in P und Q; wir können dies tun, indem wir von 
P über A und B nach Q gehen. 

Auf dem Wege PA nimmt die Energie ab um yp. 

T' 

Auf dem Wege AB nimmt sie zu mit / HdT durch die 

T 

Vi' 

Erwärmimg, während sie durch die Arbeitsleistung um / pJv 

Vi 

abnimmt. Auf dem Wege BQ endlich ergibt sich eine Energie- 
zunahme von y /. Nun ist p = r — pu. Es wird also : 

T Vi 

SQ — €p= — fy +puy 4- / HdT — f pdv -f- r'yf —flu'yf. 

T Vi' 

Die Wärme pro Gewichtseinheit, die frei wird und im 
Kalorimeter zur Bestimmimg kommt, ist gleich dieser Ener- 
giedifferenz vermehrt um die äussere Arbeitsleistung von 
P nach Q. Um diese genau zu bestimmen, müsste man wissen, 
wie gfross das Volumen des Behälters bei jeder Temperatur 
zwischen T und T' ist, dabei Rechnimg haltend mit der 
Ausdehnung durch den Innern Druck. Doch werden wir nur 
einen sehr kleinen Fehler machen, wenn wir einen linearen 
Zusammenhang von Volumen und Druck annehmen. Es ist 

dann : 

r Vi' Q 

lV= — ry + /y+f/IdT + puy—p'uy — fpdv + fpdv. 

T Vi P 
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Q 
Die positiven Glieder puy und / pdv werden dargestellt 

P 
durch die vertikal gestrichelten Flächen, die negativen 

Vi 

— p'ufy und — / pdv durch die horizontal gestrichelten. 

Vi' 

Es bleibt also die einmal gestrichelte Fläche ABQP übrig. 
Der Inhalt dieser Fläche lässt sich bestimmen, wenn wir das 
spez. Voliunen und den Druck längs der Grrenzkurve kennen, 
die zum Beispiel in Sydney Young's Arbeiten gegeben 

sind. In der Gleichung: 

T 
W= — ry + r'y+fHdT— ABQP, 

T 

sind also zwei Unbekannte: i^und r*, wenn wir die Ver- 
dampfungswärme bei tieferer Temperatur, z. B. beim Siede- 
punkte, als bekannt annehmen, da diese durch die gewöhnliche 
Methode (Einleiten des Dampfes in ein Kalorimeter) bestimmt 
werden kann; y und / sind aus den Volumverhältnissen 
bekannt. 

Stellen wir den Versuch jetzt zwischen denselben Tempe- 
raturen noch einmal an mit einer andern Füllimg der Röhre, 
also mit andern Werten filr y und y, so ist wieder die 
frei werdende Wärme pro Gewichtseinheit: 

T 
W= -ry. + r'y. + f HdT — ABQ'P. 

T 

Aus beiden Gleichungen lassen sich dann H und r' bestim- 
men. Auf diese Weise können die Bestimmungen bis in 
die Nähe des kritischen Punktes ausgedehnt werden. Von 
der starken Abnahme von p merkt man jedoch noch nicht 
viel, da : 
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also: 



dp _ a {.dv, ^.dv^\ 



Nun ist im kritischen Punkte: 
dvi dvt 



dT 






dT 



Also: 



dp 
df' 



die Abnahme fällt also hauptsäch- 
lich in das Gebiet ganz nahe dem 
kritischen Punkte (Fig. 25). 




Fig. 25. 



Kapitel III. 
Anwendungen auf das heterogene Gebiet. 



§ 28. Anwendbarkeit unserer Formeln auf das heterogene 

Gebiet, 

Wir lernten im vorigen § eine neue Anwendung unserer 
thermodynamischen Gleichungen kennen. Während wir früher 
immer das homogene Gleichgewicht einer einzigen Phase 
betrachteten, haben wir dort unsere Gleichung für b und dQ 
angewandt auf ein Gemisch, das heterogene Gleichgewicht 
einer Flüssigkeits- und einer Dampfphase. Dass wir dazu 
berechtigt waren, steht ausser Zweifel, denn bei der Ableitung 
unserer Gleichungen haben wir nirgends angenommen, dass 
nur eine Phase vorhanden sei. Doch können wir uns auf die 
folgende Weise direkt von dieser Gültigkeit überzeugen. 
Es mögen wieder pro Grr. des Gemisches (1 ^y) Grr. Flüssigkeit 
und y Gr. Dampf vorhanden sein; spez. Volumen, spez. 
Energie und spez. Entropie der Flüssigkeit seien bezeichnet 
mit Vu ^1, ^u und des Dampfes mit r„ f,, )f,. Dann ist: 

f =(1— jVK+jV^a 

Zf = (l— jV)zfi4-j^, (1) 

)f = (l — ^)i+>^a 
Es ist deutlich, dass f, ); und v hier nicht mehr wie bisher 
die totale Energie und Entropie und das totale Volumen 
unseres Systems bedeuten können, wie gross die Masse des- 
selben auch sein möge, denn den Gleichungen liegt die 
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Annahme zu Grunde, dass gerade 1 Gh*. vorhanden sei. v, €, vi 
sind hier also spez. Ghrössen, oder richtiger mittlere spez. 
Grössen, und gerade so in allen Gleichungen aus den obigen 
abgeleitet. Will man statt der spez. Grössen die wirklichen 
Ghrössen einführen, so sind natürlich die Glieder hinter dem 
Gleichheitszeichen mit der totalen anwesenden Mausse ^zu 
multiplizieren. 

Die Gleichungen (1) gelten weiter nur unter einer bestimm- 
ten Voraussetzung, nämlich dass die zwei Phasen sich in 
keinerlei Weise beeinflussen ; dass also jede Phase völlig 
homogen ist bis an ihre Grrenze. Das ist nun natürlich nicht 
streng richtig; wir vernachlässigen dabei die Kapillaritäts- 
erscheinungen. Wollten wir diese in Rechnung ziehen, 
so hätten wir z. B. in der ersten Gleichung die Oberflächen- 
energie zu beachten. Jedoch tritt dieser Umstand nicht 
hier zuerst auf; auch bei einer einzelnen Phase haben wir 
abgesehen von den Oberflächenerscheinimgen, die dann als 
Adsorption an den Wänden bekannt sind. 

Wir nehmen jetzt irgend eine Änderung in dem Zustande 

unseres Körpers vor, der Art, dass der neue Zustand wieder 

ein Gleichgewichtszustand ist. Damit ändern sich alle Grrös- 

sen auf der rechten Seite der Gleichungen, und wir erhalten : 

Ä = (1 —y)di^ +yd€^ + (^« — ^lidy, 

^ = (1 — ^)Äi -^ydyit 4- {^^ — ^i) dy, 

dv = (1 '—y)dvx -^-ydvx -f- {,Vt — v^dy. 

Daraus erhalten wir leicht: 
d^j^pdv—Tdvi={X—y)\dix'\'Pdvi— Tdi9i]+y{d6i+pdv2 — 
- Td>i,] + dy[{e,+pv, — T>i^] - U, ^pv, - Tlf,}]. 

Nun beziehen sich die Faktoren van \ —y und y\ 

dsi+pdv,— Tdy,, 
und: 

ds^+pdvt— Tdy^, 

resp. ausschliesslich auf die homogenen Flüssigkeits- und 
Dampfyhasen. Diese Faktoren sind also nach unseren früheren 
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Ergebnissen Null. Auch der Faktor von dy ist Null, wie leicht 
ersichtlich. Denn aus der Gleichung für eine homogene Phase : 

die, wie wir wissen, auch gilt, wenn wir unter f, ^i und v 
spez. Ghrössen verstehen, folget, wenn wir aus einer homogenen 
Phase in eine andere längs einer Isotherme übergehen: 

t 
h — h = T(yit—yii)— f pdv. 

Nim ist nach der Maxwellschen Regel in imserm Falle: 

fpdv=p(v2 — v,Y 

also: 

(^2 — TVa +pvii — (yj, — Tfi, +pv^) = 0, 

was zu beweisen war. 

Auf dieselbe Weise wie für eine einzelne Phase, folgt nun 

aus der jetzt bewiesenen Gleichung: 

d€ = Tdfi — pdvt 



wieder : 



\dvJT \dT)v 



Die Wärmemenge, die wir geben müssen um von einem 

Punkte zu dem nächstliegenden auf derselben empirischen 

Isotherme zu kommen, finden wir also aus der Zunahme des 

Druckes mit steigender Temperatur bei konstantem Volumen. 

Da nun aber der Druck in unserm jetzigen Falle unabhängig 

ist vom Volvunen, können wir den Index v weglassen. Es 

ist jetzt auch: 

dij = (jfa — ^ijdy 
und: 

dv = (Va — vi)dy, 
also: 

dp ^ Tn^-^ Tvi, ^ r 

dT v^ — Vi u' 
die schon fiilher erwähnte Formel von Clapeyron. 
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§ 29. Form der Isentrope im heterogenen Gebiete. 

Da jetzt r als Funktion der thermischen Grössen /, T und 
w = z^a — Vi gegeben ist, können wir auch für das heterogene 
Grebiet >; als Funktion von v und T bestimmen. Freilich 
haben wir fiüher schon jf als Funktion von diesen Verän- 
derlichen bestimmt, aber das war für den Fall, dass der 
StoflF sich in einer homogenen Phase befand : wir bestimmten 
also damals, was wir in Analogie mit der theoretischen 
Isotherme die theoretische Isentrope nennen könnten. Jetzt 
gilt es die »empirische Isentrope' zu bestimmen. 
Nun ist: 

dQ = HiX —y)dT+ AydT+ rdy. 
_ H{X-y)dT hydT rdy 
^^ — j! 1 t''^~t' 

Also da dff ein totales Differential ist: 

die Gleichung von Clausius, die wir schon früher ableiteten ; 
schreiben wir diese: 

— j; — dT= d-=Tf 

so können wir unsere erste Gleichimg schreiben: 
^ .^ . . r , r ^ „dT 



Also: 



dfi = ^dT+yd^+^dy = I/^ + d^. 
_ry , CHdT 

^ ~rp "T" / y^ • 



Schreiben wir dagegen: 
so erhalten wir: 
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Also: /i X ^ , P^^ 

Aus beiden Gleichungen sehen wir, dass wenn wir die 
empirische Isotherme in gleiche Teile teilen, mit jedem Stücke 
die Entropie um den gleichen Betrag zunimmt. Haben wir 
also zwei zusammengehörige Punktepaare Z>, E und B, Bf^ 
(Fig. 26) so können wir sofort da- 
zwischen andere zusammengehörige /^^s^ 
(-4, A) finden. / ^N. 

Früher haben wir schon gesehen, epS/i 7rSs--\^ 

wie die theoretische Isentrope die / ^ 

Grenzkurve schneidet, wir können Fig. 26. 

diese Frage jetzt auch für die empi- 
rische lösen. Es seien D und E (Fig. 26) auf derselben Isen- 
trope gelegen, dann ist die Entropiezunahme von C nach D 

' H 



von C nach E\ 
also: 



/■ 



j.dT, 



iy_ 
T' 



T~ j T 



dT, 



woraus immer ein möglicher Wert von y resultiert, da H 
positiv ; durch isentropische Kompression an der 
Flüssigkeitsseite verlassen wir also immer das 
-j^«^ heterogene Gebiet. 

Grehen wir jetzt von G nach H (Fig. 26^), so ist 



v.:\ 



die Zunahme: 



/ 



A.^ 



von G nach / ist die Zunahme : 



-|t-?1=-«-^) 



r 
T' 
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also: _^,_y)S,=jpT. 

Da (1 — y) wesentlich positiv ist, kann dieser Gleichung 

genüget werden, wenn / -=7ö?7'negativist,also')wenn>fe>-J^, 

oder — wenn für den betrachteten Stoff i<.\^ — , ausserhalb 
der Punkte, wo die Grrenzkurve eine Isentrope berührt. 
Innerhalb dieser Punkte ist dann der Stand von Grrenzkurve 
und empirischer Isentrope umgekehrt, so, dass erstere steiler 
ansteigt. Wir erhalten also hier für die empirische Isen- 
trope dieselben Regeln wie ftliher für die theoretische. 

Es bleibt die Frage zu beantworten nach der gegenseitigen 
Lage dieser Kurven im heterogenen Grebiete. Nun lässt sich 
erstens leicht beweisen, dass hierfür eine Regel gilt, analog 
der Maxwellschen Regel für die theoretische und empirische 
Isotherme. Es seien zwischen den Punkten P und Q von 
gleicher Entropie die empirische und die theoretische Isen- 
trope gezogen. Gehen wir längs der ersteren von Pnach ß» 
dann ist, da ^)^ = 0, die Energie zugenommen mit: 

Q 

p 
Denken wir uns nun, dass wir längs der theoretischen 
Isentrope von P nach Q gingen, dann wäre: 

Q 



\ — *P = / Pri = tf (hom.)^^» 



somit: 



P 

Q 



j /i, = ^ (het.)^«' =lpfi = c (hom.)^«'- 



S. 70. 




92 

Es könnte jetzt noch die empirische Isentrope die voll gezo- 
gene oder die gestrichelte Kurve (Fig. 27) sein. Um diesen 
zweiten Punkt zu entscheiden, bedienen 
wir uns einer Bemerkung Maxwell's 
zu einem analogen Falle. Bei der Be- 
sprechung der Frage, ob in einem 
bestimmten Punkte die Isentrope oder 
die Isotherme steiler steige, sagft 
Fig. 27. Maxwell:*) ""NAThen the State of a 

body is changed in any way by the 
application of force in any form, and if in one case the body 
is subjected to some constraint, while in another case it is free 
from this constraint but similarly circumstanced in all other 
respects, then if during the change the body takes advantage 
of this freedom, less force will be required to produce the 
change than when the body is subjected to constraint". 

Daraus leitet Maxwell die stärkere Steigung der Isentrope 
ab. Wenden wir seinen allgemeinen Satz auf unsem Fall an. 
Wenn wir im Punkte P adiabatisch komprimieren oder in Q 
adiabatisch ausdehnen, wird von selbst ein heterogenes Gleich- 
gewicht entstehen. Auf der homogenen Kurve können wir 
nur bleiben, wenn wir einen neuen Zwang ins Leben rufen, 
etwa indem die Wand so stark anzieht, dass keine Hetero- 
genität entstehen kann. Es muss also dann nach Maxwell's 
allgemeinem Satze für letzteren Fadl eine grössere Kraft 
angewendet werden für dieselbe Volumveränderung, also 
muss die homogene Isentrope stärker ansteigen, sowohl in 

P als in ö. 

Wir können dies auch ohne Maxwell's cdlgemeinen Satz 
beweisen. Es ist allgemein:*) 



\dv}n~\dv)T c\dTy 



•) Theoiy of Heat p. 181. 
*) S. 12 und 57. 
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also: 



\dv))1(hom.) \dv)T(hom.) C^ \dT )v(hom,) 



woraus folgt: 



\dvjtlQiom.) \ Ö»/»»(het) \dv/ 



+ 



Nun ist das erste Glied rechts an der Grenzkurve immer 
positiv, und auch das zweite Glied ist positiv, wie für die 
Flüssigkeitsseite*) leicht zu beweisen ist. Denn: 

dfikoex. 



dT 



=/m- 



d. h. \^' ist gleich dem Mittelwerte von v-Sp] längs der 

-^P \ = -7 von der Damp&eite 

nach der Flüssigkeitsseite hin stets zu, an der Flüssigkeitsseite 

muss also {-^^) grösser sein als der Mittelwert \rr ^ 

Zweitens ist c^^^- kleiner als c^^^, somit ist auch das zweite 
Glied positiv. 

§ 30. Die spez. Wärme bei konstantem Volumen im 
heterogenen Gebiete. 

Der Beweis des soeben genannten Satzes über ^^^et. und 

^^hom. ergiebt sich aus folgendem. A und B (Fig. 28) / 

seien zwei Punkte der Grenzkurve ; bringen wir unsem c [A 

Stoff aus dem Zustande A in den Zustand B, einmal J^ 

über C, das andere Mal über Z>, so ist im ersten Falle : . ^^ 

Fig. 28 



*) Wie ans der gegenseitigen Lage der Kurven in Fig. 27 folgt, mnss dies 
dann auch an der Dampfseite gelten. 
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dT~ T '^\bT]v dT' 
im zweiten Fädle: 

</)f c^ het. <^koeK. ^^i 

'dT~'T "^ rfr rfr* 
wo wir den Index «^ bei -^ weglassen können. Es ist also : 

^,0 ^, -^ rfr i ^r \dT}vy 

Nun ist bekanntlich die Druckzunahme einer Flüssigkeits- 
menge, bei konstantem Volumen erhitzt, sehr viele Male grösser 
als wenn man die Flüssigkeit unter dem Drucke des gesät- 
tigrten Dampfes lässt. Es ist also c^^^- an der Flüssigkeits- 

seite grösser als c^om.. An der Dampfseite ist \-^\ kleiner 

d^ kocx d7f 

als ^rp \ aber dort ist -jj^ negativ, also gilt auch hier die 

Regel. Auch für die spez. Wärme finden wir also beim 
Überschreiten der Grenzkurve eine unstetige Änderung. 

Verfolgen wir jetzt den Wert der spez. Wärme im hete- 
rogenen Gebiete etwas näher. Es ist: 

dQ = ir{l—y)dT+AydT+rdy ... (2) 
während : 

V — Vi V — Vi 

•^ V^ — Vx U 

Setzen wir den daraus folgenden Wert von dy in (2) ein, 
so folgt: 

^Q. /i kItt r dvi\ , /, r dv^\ , r dv 

Diese Formel sieht zwar etwas verwickelt aus, de ist aber 
nichts anderes als unsere bekannte Formel : 

auf den jetzigen Fall angewandt Für das Glied mit dv 
sehen wir dies sofort ein, denn es ist ja ftür unsem Fall: 
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\bT)v~ u 



Um die Gleichheit der andern Glieder einzusehen, denken 
wir uns, dass wir von A nach B gehen, einmal direkt, ein- 
mal mit dem Umwege über D (Fig. 28). Im ersteren Falle 
ist die Entropiezunahme bestimmt durch: 

im zweiten durch: 

Td^ = dQ=^ dvx + c^}^^^ dT, 
u ■ 

daher: 

s-=^-r^ (s, 



u . z. r dv2 



Ebenso beweist man; 

Es wird also die obige Gleichung: 

^het = (\-y) c^het. +yc^het + T^^ -^, 

und für c^ im heterogenen Gebiete erhalten wir: 
^^hct = (1 — y)c,^^^t. + jv ^:.^het. 

eine lineare Funktion der Werte, die diese Grösse hat für 
den gesättigrten Dampf und die gesättigte Flüssigkeit. 

Über diese letzteren noch einige Bemerkungen. Dass 
c^^^ eine positive Grösse, sehen wir aus Formel (3), 

dvt 
da -^=- sehr klein ist ; für Wasser bei 4" sogar 0. Da aber 

A einen ziemlich grossen negativen Wert hat, besonders bei 
kleinen Drucken, könnte man glauben, dass c^^^- negativ 
werden könnte. Dies ist aber durchaus immöglich, denn c„ 
muss positiv sein für adle stabilen Zustände. Man kann 

dies auf dieselbe Weise einsehen, wie dass I^Jt. negativ 

sein muss. Denken wir uns einen Körper mit negativer c^ 
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eingeschlossen in eine Hülle von unveränderlichem Volumen, 
die für Wärme durchlässig ist, und in Berührung gebracht 
mit einem wärmeren Körper; es wird dann Wärme aus 
letzterem in ersteren übergehen ; durch diese Wärmezufuhr 
wird dieser sich noch mehr abkühlen, also wird mehr Wärme 
zufliessen etc., imd dies wird andauern, bis der erste Körper 
in ein Gebiet mit positiver c^ gekommen ist. 

Wir sehen also, dass c^^^- positiv sein muss und zwar 
ist ihr Wert noch erheblich grösser als der von c^^^'^-. Denn : 

also nach der Clausiusschen Gleichung: 
dr r r du 



dT T u dT' 

dT ~ u' 
erhalten wir, logarithmisch differenzierend: 

1 dT d^pv^n. _\ dr 1 du 

r"^ flT/kocx. dT" ~ r dT u dT' 

dT d^pkotji, dr r du r 

^rf/koex. dT^ ~'dT~ u'dT~Y' 

d}p)LO^. 

dT^ 

r het. — r het = r — ; . 

^ "' dp koex. 



oder: 
also: 



dT 
Bei der kritischen Temperatur wird die Differenz, wie 
selbstverständlich. Null, da dort r = 0. Für andere Tempe- 
raturen folgt durch logarithmische Differenzierung aus: 

T dp koez. - Tx 

~f~äT ^~T' 

rf*/koei. 
1 1 rf/koe». . äT' _ 1 

T P dT "^ «f/koex. ~ T 

dT 
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und daher 



Für Wasser bei gewöhnlicher Temperatur erhalten wir also 

T 
nüt r = 505,5 und -^ = 2 ungefähr 24 ; für Aether mit r = 80 

ungefähr 3,5. 

Dass c^^'^ so gross wird, erklärt sich aus der Form der 
Grrenzkurve (Fig. 29); denn kühlen wir gesättigten Dampf 
von tiefer Temperatur ab, so schlägt sich sofort eine grosse 
Menge Dampf nie- 
der, es wird also ein ^^r"^""^ 
beträchtlicher Teil v '^rf^^^^^^^ 
der latenten Ver- n^^^ V P^\^^ 

dampfungswärme :;;:;V^ / ;—>< 

frei. , ' 

Aus dem Vorher- *• • »g- • 

gehenden erhalten wir sofort die nebenstehende Vorstellung 
(Fig. 30) der spez. Wärme bei konstantem Volumen im hetero- 
genen Gebiete. 

§ 31. Die spez, Wärme ßir konstantes Verhältnis von 

Flüssigkeit und Dampf, und die Form der Kurven 

ßir konstanten Wert dieses Verhältnisses. 

Der Begfriff spez. Wärme bei konstantem Drucke verliert 
im heterogenen Gebiete natürlich seinen Sinn, denn dort 
kann man den Druck nicht konstant halten, wenn die Tem- 
peratur steigt Dagegen tritt dort eine neue spez. Wärme 
auf, die wir bis jetzt nicht kennen lernten : die spez. Wärme 
bei konstantem jy, also für den Fall, dass wir die relativen 
Dampf- und Flüssigkeitsmengen konstant halten. Die spez. 
Wärme längs solcher Kurven y=z C lässt sich aus unserer 
obigen Gleichung (2) (S. 94) natürlich sofort ableiten, doch 

7 
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bevor wir dazu übergehen, wollen wir die Gestalt dieser 
Kurven selbst etwas näher betrachten. 

Es versteht sich von selbst, dass alle diese Kurven im 
kritischen Punkte enden müssen. Bedenken wir, dass die 
Kurve für C = in den Flüssigkeitsast der Grenzkurve, die 
Kurve für C= 1 in den Dampfast derselben überg^t, so 
können wir uns schon eine angenäherte Vorstellung von 
dem Verlauf des Systems machen. Weiter wissen wir, dass 
bei tiefen Temperaturen alle diese Kurven nach der Seite 
der grossen Volumina verlaufen, denn schon die geringste 
Menge eines Dampfes nimmt dann ein sehr grosses Volumen 
ein; wir werden also unter diesen Kurven einige erhalten 
mit vertikaler Tangente. Um zu bestimmen, welche dies 
sind, haben wir die Bedingung: 




(!).=»• 



ZU untersuchen, oder, da: 

\dp)y \dT)y dpvoti. 
die Bedingung: 



i-^] =0. 

\dT}y 



t; = Zf, (1 — y) 4- v^y, 
\dT]y ^^ ^^ dT^y dT' 



Dies ist Null, wenn: 



dvx 
IT 



X—y dv^ 



dT 

Da -j^ fast immer positiv, -j^ immer negativ ist, und 

erstere Grösse in absolutem Werte kleiner als letztere, findeD 
wir für jede Temperatur einen möglichen Wert fOr^. Für sehr 
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tiefe Temperaturen nähert dieser sich immer mehr jy = ; 
für die kritische Temperatur wird die linke Seite der Einheit 
gleich; es ist dann also jy = 0.5. Alle Kurven zwischen 
diesen Werten für y weisen also das Volumminimum auf. 
In den Daten von Sydney Young lässt sich dies auch 
deutlich verfolgen. Die folgende Tabelle gibt nach seinen 
Versuchen das zugehörige Volumen für die Werte von jy, in 
der ersten Horizontalreihe, und die Werte der reduzierten 
Temperatur m, in der ersten Vertikalreihe genannt 



m 


jV = 0.5 


jV = 0.4 


^ = 0.3 


y = ^2 


jV=0.1 


1. 


1. 


1. 


1. 


1. 


1. 


0.9915 


1.1635 


1.0743 


0.98477 


0.89568 


0.80639 


0.9824 


1.2966 


etc. 


1.04296 


0.91624 


0.78952 


0.9728 


etc. 




1.10127 


0.94288 


0.78449 


0.9573 








1.00664 


0.79497 



Schon bei 0.3 liegt also das Minimalvolumen sehr nahe 
beim kritischen Punkte ; bei y = 0.4 sind die Bestimmimgen 
nicht mehr dicht genug an den kritischen Punkt herangerückt, 
um das Bestehen des Minimalvolumens festzustellen. 

Aus der Gestalt des Dampfastes ergabt sich weiter, dass 
für grosse^ die Kurven jy = C einen Inflexionspunkt besitzen 
müssen. Die Lage desselben in der p, «'-Projektion ist natür- 
lich gegeben durch: 

in der v, Z-Projektion durch: 



, =0, 



<'-^'(&k+-(^) 



= 0. 

Gr, 



Der Inflexionspunkt findet sich also in der /, v- resp. v, T- 
Projektion nur bei Drucken resp. Temperaturen, wo die 
Krümmung des Dampfastes, von der Druck- resp. Tempe- 
raturachse aus gesehen, noch das andere Vorzeichen hat 
als die Klrümmung des Flüssigkeitastes. Bei der unteren 
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Grenze (-77I) =0 ist der Inflexionspunkt bis zur Kurve 
y=l gewandert. Da beim kritischen Punkte : 



und: 









dh^ 
dT"' 




Fig. 82. 



findet sich der Inflexionspunkt bei der kritischen Temperatur in 
der Kurve ^ = 0.5, und zwar beim kritischen Punkte selbst. 

Was nun die spez. Wärme längs dieser 
Kurven betriflFt, diese ergibt sich sofort 
aus unserer obigen Gleichung (S. 94) für 
dQ, wenn wir darin dy = setzen, zu: 

c, = H(l-y) + Ay, 
II und h bei derselben Temperatur genom- 
men, wie der Punkt für welchen man c^ 
bestimmen will. Da h für viele Stoffe immer negativ, für 
die andern nur zwischen bestimmten Temperaturen positiv 
ist, kann man gewöhnlich auf der empi- 
rischen Isotherme einen Punkt finden, wo 
<:y = (Fig. 32). In diesem Punkte berührt 
also die Kurve jy = C die empirische 
Isentrope (Fig. 33). Im kritischen Punkte 
ist dies der Fall für die Kurve ^ = 0.5; 
diese verläuft hier parallel der Druckachse, es muss also auch 
die empirische Isentrope parallel der Druckachse sein, also 
im kritischen Punkte : 




; 



Fig. 88. 



\dv/}1 = C{het.) 



CO. 



Rechts von dem Punkte, wo die Isentrope die Kurve 
y= C berührt, ist wegen : 

^ = If(l-y) + Ay + r-^, 
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dy * '' 

auf der Isentrope (also dQ = 0) -j^^ positiv ; d. h. bei Steigung 

der Temperatur nimmt y zu. Bei adiabatischer Ausdehn ang 
wird also Dampf sich niederschlagen ; links von dem Berüh- 
rungspunkte wird dagegen bei adiabatischer Ausdehnung 
Flüssigkeit verdampfen. Damit hängt folgendes zusammen. 
Wird, bei einer Explosion z. B., ein Körperteil von einem 
Strahle gesättigten Wasserdampfes getroffen, so wird man 
sich verbrennen, denn es wird auf dem getroffenen Teile 
Dampf niederschlagen, wodurch noch mehr Hitze frei wird; 
Aetherdampf dagegen wird nicht niederschlagen. Haben wir 
ein Gemisch von Flüssigkeit und Dampf, so wird es davon 
abhängen, ob das Gemisch rechts oder links von dem Punkte 
liegrt, wo ^y = ist ; im ersteren Falle schlägt kein Dampf 
nieder, im zweiten wohl. 



DRITTER ABSCHNITT. 

DAS ALLGEMEINE GLEICHGEWICHTSPRINZIP UND SEINE 
ANWENDUNGEN. 

Kapitel I. 

Die Gibbs'schen thermodynamischen 
Funktionen. 



§ 32. Die freie Energie, 

Bevor wir zur Behandlung des allgemeinen, von GißBS 
aufgestellten Gleichgewichtsprinzips übergehen, haben wir 
noch einige thermodynamische Funktionen zu besprechen, 
mittels welcher dieses Prinzip auf verschiedene Formen 
gebracht werden kann. 

Die erste dieser Funktionen, die in unseren weiteren 
Betrachtungen eine sehr grosse Rolle spielen wird, ist die 
\^-Funktion, nach Helmholtz* Vorgang freie Energie ge- 
nannt ; sie ist definiert ') durch : 

^ = B—T^ (1) 

oder wegen unserer früheren Gleichungen für £ und )f: 

^ = -l-IiTJ:^^+jc,,dT-Tl^dT. (2) 

*) Aus dieser Definition folgt sofort, dass die neue Funktion die Dimensionen 
einer Energie oder einer spez. Energie hat (also einer Energie, dividiert durch 
eine Masse), je nachdem wir unter e und i] totale oder spez. Enerf[ie und 
Entropie verstehen. Dasselbe gilt füi die beiden weiter unten feingeührten 
Funktionen. 
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Wir wollen uns jetzt von dieser Funktion in ihrer Abhän- 
gigkeit von V und T eine Vorstellung machen. Bilden wir 
aus (1) die Differentialgleichung, so folgt wegen: 
d€= Tävi — pdv, 
d^ = — vidT— pdv, 
oder bei konstanter Temperatur: 

d^ = — pdVf 



und: 



\dv')T~ \dv): 



Sind wir also oberhalb der kritischen Temperatur, so 
wird Tp dargestellt werden durch eine immer konvex nach 
unten gekrümmte, ohne weitere Komplikationen verlaufende 
Kurve. Bei sehr grossem Volumen nähert sich der Differential- 
quotient — p dem Werte Null ; die Kurve muss also der 
z'-Achse parallel werden, da aber dann b gegen v vernachläs- 
sigt werden darf, folgt aus der Gleichung (2) für diesen Fall : 

\p = — RTlog. V 4- etc, ^ . 

die Asymptote liegt also unendlich ent- 
fernt Für sehr kleine Volimiina nähert 
die Kurve sich asymptotisch der Geraden 
v=i b. Wir bekommen also die neben- 
stehende Gestalt. (Fig. 34). 

Die \p, V, Z-Fläche oberhalb der kritischen Temperatur 
besteht aus einer Aneinanderreihung solcher Kurven. Die 
relative Höhe dieser verschiedenen Tp-Kurven wird bestimmt 

durch (-^^) = — *i* Die absolute Höhe des ganzen Gebil- 
des über der v, T'-Ebene ist dadurch freilich nicht bestimmt, 
aber dies ist selbstverständlich, da in Energie und Entropie 
additive Konstanten auftreten, die unbestimmt bleiben in 
thermodynamischen Betrachtungen. 

Bei fallender Temperatur zeiget sich zuerst bei der kriti- 
schen Temperatur etwas besonderes in der Kurve; die 
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Krümmung in einem Punkte derselben wird Null; da wir 
zwei zusammenfcdlende Werte \-^]j^=^ haben, ändert 

die Krümmung jedoch noch nicht ihr Zeichen. Sowie wir 
unterhalb der kritischen Temperatur angelangt sind, treten 

jetzt aber negative Werte für f-^-^j — auf, und wir erhalten 

Fig. 35. In den Inflexionspunkten ist (^}^ = 0, sie stellen 

also in diesem Diagramm die Grrenzen des labilen Gebietes 

vor. Mit dem Auftreten dieser In- 
flexionspunkte hängt es zusammen, 
dass wir jetzt eine Gerade ziehen 
können, die die Kurve zwei Mal 
berührt ; diese Berührungspunkte 
Fig. 85. stellen koexistierende Phasen dar. 

Denn da sie auf derselben ^-Kurve 
liegen, haben sie dieselbe Temperatur, da sie dieselbe Tan- 
gente haben, denselben Druck, und endlich ist auch die 
Maxwellsche Bedingimg erfüllt. 

Denn gehen wir von A nach B längs der Tangente, so ist: 

^A + (vb ~ ^^) g^ = ^B. 

längs der \f/-Kiuve selbst erhalten wir: 

B 



also: 



oder: 



A 

B 

A 
B 

P{vb — Vj,) = ! pdv. 
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Wir lernen dadurch eine neue Eigenschaft dieses Gleichge- 
wichtes kennen. In den soeben betrachteten Figuren können 
wir die Koordinaten, wie stets wenn nichts anderes bemerkt, 
als spez. Grössen betrachten, d. h. wenn sich in einer homo- 
genen Phase vom Volumen v die Gewichtseinheit befindet, 
steUt die betreffende Ordinate den Wert von \Ij für diese 
Masse dar. Aber auch Punkte, 
die nicht auf der Kurve liegen, 
können den Wert von ;^ dar- 
stellen ftlr die Gewichtseinheit, 
wenn diese sich in dem betref- 
fenden Volumen befindet. Denn 
haben wir zwei homogene Pha- Fig. 36. 

sen von spez. Volumen resp. Va 

und Vt (Fig. 36), und von der ersten a Gr., von der zweiten 
6 Gr., so wird das mittlere spez. Volumen der beiden durch : 

av„ + 6vt 
a+6 ' 
und der mittlere spez. ;^-Wert durch: 

a + 6 ' 
angegeben. Wir finden also den Punkt, der spez. Volumen 
und spez. fireie Energie der beiden Phasen zusammen genom- 
men darstellt, wenn wir die beiden Punkte, die die spez. 
t^ Werte für jede Phase darstellen, durch eine Grerade ver- 
binden und diese in zwei Teile teilen, die sich umgekehrt 
verhalten wie die Mengen der Phasen in den Endpunkten 
dieser Teile. Haben wir mehrere Phasen neben einander, so 
findet man die resultierenden Werte für spez. Volumen und 
spez. freie Energie auf dieselbe Weise, wie man den Schwer- 
punkt einer Anzahl materieller Punkte bestimmt. 

Nim ist es deutlich, dass man auf diese Weise alle Punkte 
erhalten kann, die oberhalb der tf^Kurve liegen, und, wenn 
das Ganze ein spez. Volumen zwischen Vi und Vt haben soll« 
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auch die Punkte zwischen der ;^-Kurve und der Doppel- 
tangente *). Haben wir nun aber verschiedene Phasen neben 
einander in Gemeinschaft, so wird immer entweder eine 
homogene Phase entstehen, oder die zwei Phasen 1 und 2. Der 
Zustand, dem die sich selbst überlassene Stofimenge zustrebt, 
ist also der Art, dass die freie Energie den kleinst möglichen 
Wert annimmt, den sie überhaupt in dem gegebenen Volu- 
men und bei der betrachteten Temperatur annehmen kann. 
Aus dieser Eigenschaft des Gleichgewichtes, — denn wir 
werden diese Eigenschaft bald als einen besonderen Fall eines 
allgemeinen Prinzips erkennen — , werden wir in verwickei- 
teren Fällen, als den bis jetzt behandelten, die Gleich- 
gewichtsbedingungen feststellen können. 

Nimmt die Temperatur noch weiter ab, als bisher ange- 
nommen, so tritt bei der 
^^^.^-^ Temperatur, fOr welche 

^^-^!\ negative Drucke möglich 

\s,^^ werden, ein Maximum in 

^^"^-^v^^ der ^/^-Kurve auf; letztere 

^^"^^ bekommt nebenstehende 

Fig. 37. Gestalt (Fig. 37). Doch ist 

dieser Umstand für unsere 

Zwecke weiter kaum von Bedeutung. Die rf/, v, T^Fläche 

setzt sich aus ;f/-Kurven, wie den hier betrachteten, zusammen. 

Die Durchschnitte _L ^^^ «'-Achse werden bestimmt durch: 

\dT)v~ ^' \dT^lv~ \dT)v~ r 
Es sind dies also nach zunehmenden Werten von T immer 



') Nach den schon wiederholt genannten neueren kinetischen Untefsochongen 
haben die Punkte oberhalb der ^Kurve und der Doppeltangente noch eine 
andere phjrsikalische Bedeutung; sie können nl. die freie Energie für bestimmte 
Nicht-Gleichgewichtszustände darstellen. Aus den schon § 17, letzter Abschnitt, 
genannten Gründen können wir darauf nicht ausführlich eingehen, dodi werden 
wir im nächsten Kapitel noch kurz auf diesen Punkt zurückkommen mfiasen. 



107 

fallende Kurven, konkav nach unten, die keine Komplikationen 
aufweisen, da ^« solche nicht hat. 

§ 33. Die ^'Funktion. 

Eine zweite Funktion, die GiBBS benutzt, ist die J^-Funktion, 
definiert durch: 

2; = £ — 7)j -\-tv = ^ +pv. 
woraus wir ableiten: 

.d^= ^fjdT+vdp. 
Aus dieser Differentialgleichung ergfibt sich, dass die Ver- 
änderlichen, in denen man am natürlichsten die ^-Funktion 
ausdrückt, nicht v und T sind, wie bei der ^^-Funktion, son- 
dern p und T. Wir kommen darauf bald zurück; hier will 
ich nur bemerken, dass dies eine geringere Bequemlichkeit 
der C-Funktion gegenüber der ^/^-Funktion bedingt, da letz- 
tere bei gegebenen unabhängfigen Veränderlichen vollständig 
bestimmt ist, während erstere fiir Werte von T unterhalb 
der kritischen Temperatur bei gegebenen unabhängfigen Ver- 
änderlichen drei Werte aufweisen kann. 

Wir können die ?, p, T'-Fläche wieder entstanden denken 
aus einer Aneinanderreihung von Durchschnitten bei kon- 
stanter Temperatur. Für jede gilt die Gleichung: 

dZ = vdp. 

RT 
Für sehr grosse Volumina können wir v = — — setzen, so dass : 

K = RTlogp + F(T), 
Die Kurve nähert sich also fiir / = asymptotisch dem 
negativen Teile der 2^- Achse. Bei grösseren Werten von p 
steigt sie an, die absolute Höhe wird bestimmt durch F{T), 
so wenig jedoch wie im Falle der ;^-Kurve wird diese eine 
Rolle spielen. Da: 

bleibt die Kurve steigend und nach unten konkav, bis wir 




Fig. 38. 
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zu dem Drucke kommen der auf der Isotherme maximal 
ist; die Isotherme (d. h. die Reihe der Gleichgewichts- 
zustände bei konstanter Temperatur) kehrt von dort zu 
kleineren Drucken zurück, dasselbe muss also die 2^-Kurve 

tun. Da jedoch -^=v endlich 

ist, darf die Tangente nicht 
parallel zur ?-Achse werden, 
wir müssen also einen Rück- 
kehrpunkt haben (Fig. 38). Der 

neue Ast, ftlr den -^ = «r 
op 

kleiner ist als für den ersteren, 

steigt minder stark, bleibt also immer oberhalb des letzteren. 

Da V im Druckmaximum der Isotherme sich stetig ändert, 

berühren die beiden Aste einander; da ^ jetzt positiv wird, 

ist der neue Ast konvex nach unten. Die ^'-Kurve bleibt 
dann rückläufig, bis das Minimum der Isotherme erreicht ist, 

dabei bleibt -^2 = ^ immer positiv. Ob die ^-Achse über- 
dp 

schritten wird, hängt davon ab, ob bei der betrachteten 
Temperatur negative Drucke auftreten können, und ist für 
weitere Resultate von geringer Bedeutung. Bei dem Druck- 
minimum haben wir aus denselben Gründen wie soeben 
wieder einen Rückkehrpunkt ; die 2^-Kurve wird wieder recht- 
läufig und konkav nach unten. Wie die beiden andern Äste 
steigt auch dieser mit steigendem /, doch ist der Differen- 
tialquotient hier kleiner als auf den beiden andern Ästen ; 
der neue Punkt wird also den ersten Ast schneiden in 
einem Punkte A, und von dort immer steigend und konkav 

nach unten sich einer bestimmten Richtung, durch ^=^ 

op 

bestimmt, nähern, wobei ^ in's Unendliche wächst 
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Es ist nicht schwierig einzusehen, dass der Doppelpunkt, 
von dem wir sprachen, die koexistierenden Phasen darstellt. 
Denn aus unserer Definition für ?": 

folgt bei einer bestimmten Temperatiu:: 

i:=pV'^fpdv+C (3) 

y 
wo die Integration von einem bestimmten Volumen 7 bis zu 

dem betracliteten Volumen v auszufiüiren ist Welches das 

Volumen y ist, ist gleichgültig, da eine Änderung dieses 

Anfangfvolumens nur eine Änderung der Konstante bedeuten 

würde; wir können es so gewählt denken, dass die Konstante 

Null wird, müssen dann aber natürlich das Anfangsvolumen 

fOr weitere Anwendungen als ein g^anz bestimmtes denken. 

Für zwei Zustände eines Stoffes bei derselben Temperatur 

und demselben Drucke folgt also, wenn sie auch gleichen 

Wert von ? haben: 

P^A — f pdv=pVB — f pdv, 
y y 

oder: b 

P(VB — Vj^ = fpdv, 

A 

also ist die Maxwellsche Bedingung erfüllt. Nach dem auf 
der vorigen Seite Gesagten ist es deutlich, dass die zwei 
Stücke von dem Doppelpunkte bis an die Rückkehrpunkte die 
metastabilen Phasen darstellen, und der konvexe Ast die labilen. 
Für höhere Temperaturen zieht der Kamm sich immer 
mehr zusammen, um bei der kritischen ganz zu verschwinden. 
Denken wir die 2^-Kurven filr die verschiedenen Tempera- 
tiuren aneinandergereiht, so bekommen wir die ganze t^,p, T» 
Fläche. Die Durchschnitte* senkrecht zur /-Achse zeigen 
ziemlich verwickelten Charakter. Da 

("0^)/ = ""^' 
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ist: ( d'V ^ ^ id>r\ 



was, wegen : 
ergabt: 



\dr')p~ \dT)p' 



Nun geht, wie wir wissen, c^ zweimal durch unendlich, wobei 
Vorzeichenwechsel stattfindet, es ist ein Maximum vorhanden, 
etc. ; diese Durchschnitte haben übrigens nur geringe Bedeu- 
tung, da man bei Benutzung der ^-Funktion immer 7" konstant 
voraussetzen wird. 

§ 34. Die X'Funktion. Charakteristische Funktionen, 
Endlich führt GiBBS die Funktion % ein, definiert durch : 

also: 

dx = Tdyi 4- vdp. 

Aus dieser Differentialgleichung können wir also eine 
X^ if, /-Fläche ableiten. Die Durchschnitte dieser Fläche bei 
konstanter Entropie haben wieder die Gleichung: 

dx^'vdp-, 
wir haben also eine Kurve von ganz ähnlicher Gestalt wie 
die ?, /-Kurve, aber die Rückkehrpunkte werden hier nicht die 
Maxima und Minima der Isothermen, sondern der Isentropen 
bedeuten. Die Durchschnitte senkrecht zur /-Achse haben 

die GleichuDfif: 

Wlp-\d>,y- c,' 
und besitzen also wieder ziemlich verwickelte Gestalt 

Zu diesen Flächen können wir noch hinzufügen die 
€, if , z'-Fläche. Aus : 

de = TAi — pdv, 
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folgt für Durchschnitte bei konstanter Entropie: 

£& = — pdv. 
Sie haben also ähnlichen Charakter wie die ^, z^-Kurve, doch 
bedeuten die Inflexionspunkte wieder die Maxima und Minima 
der Isentropen. Für die Durchschnitte bei konstantem Volumen 
finden wir: 



und: 






also eine immer steigende, immer konvex nach unten ver- 
laufende Kurve. 
Die so definierten vier Funktionen: 
6=/,(fi,v) ^\,=/^(T,v) K=/AZp) x=A{yi.p\ 
nennt Gibbs charakteristische Funktionen, sie haben eine 
Haupteigenschaft gemein, die alle anders ausgedrückten 
Funktionen, z. B. 

^=f.^^.p) ^=A{T,p) K=/i{yi.v\ 

nicht besitzen. Hat man nämlich eine charakteristische Funk- 
tion, so lassen sich daraus alle thermodynamisch wichtigen 
Grössen ableiten ; bei einer nicht-charakteristischen Funktion 
gelingt dies nicht. 

Nehmen wir a^^/{^,v) dann ist: 

W 



' = -(IV 



also, geometrisch gesprochen: die Neigung der Tangente 
in der Ebene senkrecht zur )j- Achse gegen die Horizontale ; 

2». 



^~\b^v' 



geometrisch: die Neigung der Tangente in der Ebene 
senkrecht zur z^- Achse gegen die Horizontale; 
8«. 



X 



= ^-(1)/' 
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geometrisch : das Stück zwischen dem Durchg^g der unter 
1". angegebenen Tangente durch die t, «f-Ebene und der 
tf- Achse ; 

4". , (dt\ 

geometrisch : das Stück zwischen dem Durchgang der unter 




Fig. 39. 

2®. angegebenen Tangente durch die £, z^-£bene und der 
z^- Achse ; 
5^ 



' = ^-(l)z^^-(l).^' 



geometrisch: das Stück zwischen dem Schnittpunkte der 
Berührungsebene mit der f-Achse und dem Koordinaten- 
ursprung. 

Auf dieselbe Weise können wir aus den anderen charak- 
teristischen Funktionen die nicht als Koordinaten benutzten 
Grrössen ableiten. Nimmt man dagegen z. B. 



dann ist wegen: 



oder: 
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daraus lässt sich jedoch yj nicht ableiten, sondern es bleibt 
eine unbekannte Funktion von v im Resultate. 



Kapitel IL 
Das Gleichgewi chtsprinzip. 



§ 35. Die erste Form des Gleichgewtchisprimips. 

Mit Hilfe der im vorigen Kapitel besprochenen Funk- 
tionen können wir nun einen ganz allgemeinen Satz über 
das Gleichgewicht thermodynamischer Systeme aussprechen, 
aus dem sich alle bis jetzt von uns gebrauchten Regeln 
über das Gleichgewicht ableiten lassen, und der uns in allen 
noch nicht behandelten- Fällen lehren wird, die Gleichgewichts- 
bedingxmgen aufeustellen. 

Wir haben schon früher') gesehen, dass, während in 
umkehrbaren Prozessen die Entropie sich nicht ändert, bei 
vielen nicht-umkehrbaren Prozessen, die darin bestehen, dass 
eine bestimmte Energiemenge von einem Körper zu einem 
andern übergeht, die totale Entropie dieser beiden Körper 
zunimmt. Dagegen gelingt es nicht einen Prozess durch- 
zuführen, durch welchen die Entropie des ganzen in Mit- 
wirkung kommenden Systems abnimmt. 

Dies hatte schon Clausius veranlasst, den Satz aufzu- 
stellen, dass die Energie der Welt konstant sei, ihre Entropie 
däg^g^n einem Maximum zustrebe. In dieser Form jedoch 
erregt der Satz schweres Bedenken. Abgesehen davon, ob 
„die Welt" Gregenstand naturwissenschaftlicher Untersuchung 

') § 17. 
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werden kann, haben wir bis jetzt immer nur von der Entropie 
eines Systems im Gleichgewichte geredet, und ein System 
im Gleichgewichte ist »die Welt" jedenfalls nicht. Über die 
Frage, was die Entropie eines Systems sei, das nicht im 
Gleichgewichte ist, können wir aber bis jetzt nur in den 
allereinfachsten Fällen etwas aussagen. Weiter ist hier ganz 
vergessen, dass es doch noch andere Umstände geben könnte, 
die auf den Wert der Entropie von Einfluss sind, als die 
Konstanz der Energie — und wir werden in kurzem sehen, 
dass solche weiteren Umstände in der Tat in Acht zu 
nehmen sind — , und schliesslich würde der Satz, auch wenn 
er tadellos wäre, tuis in keiner praktischen Frage weiter 
helfen, da er nur etwas über die Welt als ganzes, nichts 
über einzelne Systeme aussagt. 

GiBBS') hat nun die Anwendung des Claussiusschen 
Gedankens möglich gemacht, indem er ihn präzisierte. Er 
denkt sich ein materielles System, eingeschlossen in absolut 
starre und unbewegliche Wände, die für Wärme vollkommen 
undurchlässig sind und auf die Stoffe des Systems keine 
Anziehungskräfte ausüben. Ein solches System, in thermo- 
dynamischer Hinsicht völlig isohert von der übrigen Welt, 
und in soweit mit „der Welt" von Clausius vergleichbar, 
dass es äussern Einflüssen unzugänglich ist, kann selbst- 
verständlich weder sein Volumen, noch seine Energie ändern. 
GiBBS stellt nun den Satz auf, dass dieses System sich im 
Gleichgewichte befinden wird, wenn seine Entropie sich bei 
allen mit diesen Bedingungen verträglichen Änderungen*) 
nur ändert um eine Grösse, die unendlich klein ist von der 



') „On the eqailibriam of heterogeneous substances**. Trans. Conn. Acad. of 
Sdenoes. Dentsche Ausgabe bei W. Enoelmann, Leipzig. 

') Es ist dabei fUr unsere Formulierung Bedingung, dass diese Änderung 
sowohl das negative, als das positive Vorzeichen haben kann. GOBS nimmt in 
seine Formulierung auch Fälle auf, in welchen eine Änderung nur positiv sein 
kann, doch wollen wir uns mit solchen Fällen nicht beschäftigen. 
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zweiten Ordnung, und zwar ist das Gleichgewicht stabil, wenn 
dieser Entropiezuwachs für alle mit den Bedingungen ver- 
träglichen Änderungen negativ ist, labil, wenn er fOr irgend 
eine derselben positiv ist. 

Es ist klar, und Gibbs betont dies ausdrücklich, dass 
dieser Satz sich nahe anschliesst an das allgemeine Gleich- 
gewichtsprinzip, wie es in der Mechanik gilt, und eigentlich 
nur als eine Modifikation und Ausbreitung desselben anzusehen 
ist. Auf diesen Zusammenhang werden wir im vierten 
Kapitel dieses Abschnittes noch näher zurückkommen, wenn 
wir den Einfluss äusserer Kräfte auf das thermodynamische 
Gleichgewicht besprechen. Es zeigt sich weiter, dass der 
Claussiussche Satz, — abgesehen von den Einwänden, die 
sich geltend machen, weil dieser auf die Welt als Ganzes 
bezogen werden soll, — noch in dieser Hinsicht Ergänzung 
bedarf, dass auf die Rolle des Volumens Rücksicht genommen 
wird, wie es hier geschieht durch die Bedingung v = C 

Gibbs begnügt sich damit den Satz au&ustellen; einen 
Beweis gibt er nicht, und ein solcher Hesse sich bei dem 
jetzigen Stande unseres Wissens auch kaum geben. Man 
muss den Satz einfach als eine sehr allgemeine Greneralisa- 
tion auffassen, dessen einziger Beweis, wenigstens vorläufig '), 
gesucht werden kann in der durchgäng^igen Bestätigimg, 
die die daraus gezogenen Schlüsse in der Erfahrung finden. 

§ 36. Die zweite Form des Gleichgewichtsprinzips. 

Man kann, wie GiBBS zeigt, diesen Satz noch auf eine 
andere Form bringen. Bei gegebenem Volumen und gegebener 



^) Ansätze zu einem Beweise dieses Satzes aus den allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen der Mechanik, angewandt auf ein System bestehend aus einer sehr 
grossen Anzahl kleiner Körper, finden sich in den schon öfter genannten 
Arbeiten von Boltzmann und dem späteren Werke von Gibbs: „Prindples 
in Statistical Mechanics". (Vgl. S. 40). 
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Entropie ist die Energfie eines isolierten Systems im Gleich- 
gewichte stationär ; für stabiles Gleichgewicht ist sie minimal. 
Es ist leicht einzusehen, dass diese Formen gleichwertig 
sind. Denn da: 

de = Tdij — pdv, 
können wir bei konstantem Volumen immer gleichzeitig e und 
fj vergrössem. Es sei nun bei gegebenen Werten der Energie 
und des Volumens, Si resp. v^ die Entropie fji. Es behauptet 
dann die zweite Form, dass fi der kleinst mögliche Wert 
sei, den die Energfie bei den Werten Vi und )ji für das 
Volumen resp. die Entropie haben kann. Wäre aber ein 
kleinerer Wert s^i möglich, so könnte man immer bei kon- 
stantem Vi die Entropie vermehren, so weit (bis zu ii\), dass 
jetzt die Energfie den Wert €i hätte. Dann würde aber mit 
€i und Vi ein Wert >i\ korrespondieren, der grösser als >f, 
wäre, und dies ist nach der ersten Form ausgeschlossen. 

Greometrisch lässt sich die Gleichheit der beiden Formen 
erkennen an der im vorigen Kapitel ein- 
geführten £, fj, z^-Fläche. Wir haben dort 
(S. 111) gesehen, dass die Querschnitte 
für zr = C die in Figur 40 abgebildete 
Form haben. Alle Punkte oberhalb der p. ^ 

Fläche stellen mögliche Energien bei be- 
stimmter Entropie dar; man kann sich z. ß. (so wie wir das 
früher ') bei der Betrachtung der ;/^-Kurve taten) die Masse 
zerlegt denken in verschiedene Phasen: A, B, etc., sodass 
die Gesamtentropie und das Gesamtvolumen doch unverän- 
dert bleiben. Punkte unterhalb der Fläche stellen jedoch nicht 
mögliche Werte der Energie dar. Die Fläche selbst stellt den 
Gleichgewichtszustand dar, dieser unterscheidet sich also 
dadurch, dass bei gegebener Entropie die Energ^ie minimal ist, 
oder, wie man sofort sieht, wenn man eine Parallele zur );- Achse 

') S. 105. 
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zieht: dass bei gegebener Energie die Entropie maximal ist '). 

§ 37. Das thermodynamische Potential. 

Bevor wir nun dazu übergehen, aus unserm Prinzip die 
allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen abzuleiten, müssen 
wir noch eine äusserst wichtige Grösse kennen lernen, die 
GiBBS in die Wissenschaft eingeführt hat: das thermodyna- 
mische Potential. Wir haben bis jetzt immer die Änderung 
der Energfie geschrieben: 

de = Tdvi — pdv, 
indem wir annahmen, dass die totale Masse unseres Systems 
konstant sei. Es konnten dann f , >! und v sowohl die totalen 
Werte von Energie, Entropie und Volumen, als die spezifischen 
bedeuten. Denken wir uns nun, dass wir die totale Masse 
unseres Systems um den Betrag dm vermehren, dann soll die 
Energie zunehmen um den Betrag (Adm, wo fi. völlig bestimmt 
sein soll diu"ch den Zustand des betrachteten Körpers, also 
unabhängig von dem Werte von dm. Es ist dann: 
de = Tdij — pdv + (Jt^dm, 

Wir dürfen diese Annahme machen, da wir die Energie 
eines Körpers seiner Masse proportional gedacht haben, d. h. 
abgesehen haben von allen Oberflächen- (Kapillaritäts- und 
Adsorptions-)erscheinungen. Es ist selbstverständlich, dass in 
dieser modifizierten Gleichung f , und daher auch vi und Vy nicht 
mehr spezifische Grrössen sein können, denn die spezifische 
Energie ändert sich ja nicht durch Vermehrung der Masse ; die 
jetzt eingeführte Grösse a*, die wir nach GiBBS* Vorgange .das 
thermodynamische Potential" unseres Stoffes in dem betrach- 



^) Die beiden Beweise beruhen übrigens, wie leicht ersichtlich, auf denelben 

Eigenschaft, nämlich dass (-^--) ^= ^ immer positiv ist Im Texte ist nur die 

Rede von dem Zusammenhang der beiden Sätze für stabiles Gleichgewicht, 
doch braucht es wohl keine nähere Erläuterung, dass dasselbe gilt für Fälle 
von labilem Gleichgewicht. 
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tetem Zustande nennen wollen, hat also die Dimensionen einer 
spezifischen Energie, da sie mit einer Masse (dm) multipliziert 
eine Grösse von den Dimensionen einer Energie liefert. 

Das thermodynamische Potential ist nach dem Vorherge- 
henden definiert durch: 

l—] = 

Da aber, laut Definition: 

d^ = da—Tdyi — fidT, 

dX, = di—Tdvi — vidT+pdv -f vdp, 

dx=^de '\-pdv + vdp, 

so erhalten wir: d<\^ = - ^dT - pdv ^ a^dm 
d^ = — >ldT -}- vdp 4- f^dm 

js^l^. dx= Tdij-^-vdp-^-fidm 

• /e^x ^/m /d^ /dx\ (1) 

^ \dm)yi,v \dm]T,v \dm)T,p \dm]>i,p ' ^^^ 
§ 38. Das thermodynamische Potential und die i^-Funktion. 

Benützen wir also die f-Funktion, so erhalten wir *) fi aus- 
gedrückt in ij und v; bei Gebrauch der ;^-Funktion erhalten 
wir als Urvariabeln v und T; mit der 2^-Funktion p und T, 
und mit der ;^-Funktion if und p. 

Es ist also durchaus kein Grund vorhanden, weshalb das 
thermodynamische Potential mit einer dieser Funktionen in 
nähere Beziehung zu bringen sein sollte als mit den andern ^. 

«) Vgl. s. 111. 

*) Will man Unterschied machen, so liegt es noch am meisten vor der 
Hand, das thermodynamische Potential mit der Funktion t/i in Verbindung zu 
bringen, weil man alsdann als Urvariabeln v und T erhält Wir werden näm- 
lich später, (im vierten Abschnitte dieses Buches bei der Behandlung der Kapil- 
larität), sehen, dass es in Fällen wo der äussere Druck nicht durch die ganze 
betraditete Masse konstant ist, sehr zur einfachen Anwendung des Gleich- 
gewicfatisatzes beiträgt, das thermodynamische Potential immer als reine 
Funktion von v und T zu denken. Nur in dem einfachen Falle, den wir hier 
behandeln, wo der äussere Druck im ganzen Systeme konstant ist, können wir 
statt V gerade so gut / als Urvariabele einführen. 
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Ich möchte das scharf hervorheben, weil man vielfach das 
thermodynamische Potential mit einer dieser Funktionen, der 
^-Funktion, in besonders nahe Beziehung gebracht sieht, ja 
sogar den Namen des Potentials auf die 2^-Funktion über- 
tragen findet Es lässt sich imschwer einsehen, was dazu 
veranlasst. Wir haben bis jetzt die Gleichung: 

de = Td^ — pdv + fidm, 

so aufgefasst, dass ek die unendlich kleine Änderung der 
totalen Energie einer homogenen Phase ist, wenn deren totale 
Entropie, Masse und Volimien resp. um die Beträge d^, dm 
und dv vermehrt werden. Wir können die Gleichung aber 
auch so auffassen, dass wir die homogene Phase in unendlich 
viele Teile zerlegt denken, und die Differentiale betrachten 
als den Beitrag, den jeder dieser Teile für f, if, v imd m 
der ganzen Masse liefert. Dann finden wir diese totalen Werte, 
indem wir all diese Teilbeträge simimieren, resp. integreren. 
Da durch die homogene Masse /, T und [i konstant sind, 
erhalten wir: 

£ = 7>; — /zf + (im, 
oder: 

e_-TM±pv 
^ m 

Es ist also das thermodynamische Potential gleich dem 
totalen Werte der Funktion ? für die betrachtete Phase, 
dividiert durch deren Masse, oder gleich dem spezifischen 
?-Werte für den Stoff in dem betrachteten Zustande. 

Dieses Resultat lässt sich noch auf andere Weise ableiten. 
Die Gleichung: 

di = Td^ — pdv, 

gfilt, wie wir wissen, sowohl wenn £, ^ und v spezifische Grössen 
sind, als wenn sie die totalen Werte für ein bestimmtes System 
bezeichnen sollen. Denken wir nun ein System von der Masse 
m, dessen totaleEnergie, totale Entropie und totales Volumen 
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mit e, ti und v bezeichnet werden, dann sind die spez. 

Grössen — , — und — . Es ist dann auch: 
fft fft tu 

m m ^ m 

und diese Gleichung gilt unabhängig von dem Werte von m, 

da ja — u. s. w. spezifische Grössen sind ; sie gilt also auch 

wenn m veränderlich ist Es ist dann: 

da sdm ^dn ^ dm , dv , dm 
m, nr m nr '^ m nr 

WO nach dem Vorhergehenden f, if und v resp. als die totale 
Energie, die totale Entropie und das totale Volumen des 
betrachteten Systems aufgefasst werden müssen, d. h. wir 
haben wieder genau das Resultat von soeben. 

Daraus hat man nun, wie gesagt, eine besonders nahe 
Beziehung zwischen dem thermodynamischen Potentiale imd 
der ^-Punktion abgeleitet, ja man hat sogar beide identifiziert, 
und die ^-Fxmktion mit dem Namen des thermodynamischen 
Potentials belegt. Aber dabei hat man übersehen, dass diese 
Beziehung nur gilt in dem betrachteten allereinfachsten 
Falle, in dem das ganze betrachtete System nur aus einer 
Art Stoff besteht. Sowie wir die Möglichkeit verschiedener 
Komponenten zulassen, wird die Beziehung zwischen dem 
thermod3mamischen Potentiale und der Funktion 2^ um nichts 
einfacher als die Beziehung zwischen diesem Potentiale und 
z. B. der freien Energie, ja es wird sich zeigen '), dass in 
mancher Hinsicht die Ableitung des thermodynamischen 
Potentials aus letzterer Funktion einfacher ist als aus der 
ersteren. Wir brauchen darauf hier natürlich nicht einzu- 
gehen; hier galt es nur von Anfang an scharf zu betonen, 



') Im zweiten Teil dieses Buches. VgL auch die Fussnote auf Seite 119. 
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dass überall wo sich ein Unterschied zeigen wird zwischen 
der Grrösse, definiert durch die Gleichungen (1) S. 119 und 
der Funktion 2^, definiert durch: 

die ersteren Gleichungen, nicht die letztere, zu betrachten 
sind als die wahre Definition des thermodynamischen Poten- 
tials. Wie gesagt brauchen wir aber in diesem Teile unserer 
Betrachtungen, wo wir uns nur mit Systemen aus einem 
Stoffe beschäftigen, nicht auf jene Unterscheidung zu achten, 
und können setzen: 

fi = €—T}i+pv (2) 

wenn wir darin £, ft und v als die spezifischen Grrössen 
betrachten. Beachten wir, dass: 

^ = f-r„. und:(|^)^=-A 
SO geht diese Gleichung über in: 

'* = *-KS')r (8) 

Gleichungen (2) imd (3) geben an, wie wir den Wert 
des thermodynamischen Potentials für jeden bestimmten 
Fall finden können mit Hilfe der Fig. 34, resp. 35 und 37 
oder 38. Da diese Figuren für die spezifischen \^- und ?-Funk- 
tionen gelten, besagt Gleichung (2), 
dass Figxir 38 nicht nur die ?-Funk- 
tion, sondern gleichzeitig das thermo- 
dynamische Potential in seiner Abhän- 
K gigkeit von / darstellt. Die Fig. 34, 35 

\^ resp. 37 lehren uns das thermodyna- 

\^ mische Potential in seiner Abhängigkeit 

^^ vom Volumen kennen, denn nach Glei- 

Fig. 34a. chung (3) wird das thermodynamische 

Potential für einen Punkt A der ;^Kurve 
dargestellt durch das Stück OP (Fig. 34a), welches die Tan- 
gente in diesem Punkte von der \p- Achse abschneidet, da: 
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§ 39. Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen aus dem 
Gleichgewichtsprinzip, 

Wir können jetzt dazu übergehen, aus dem Gibbs'schen 
Prinzip alle Sätze über das Gleichgewicht abzuleiten. Denken 
wir uns ein System aus einem Stoffe, das aus einer Anzahl 
Phasen aufgebaut ist. Es sei die totale Energie der ersten 
Phase fi, die totale Entropie >fi, das totale Volumen Vx, die 
Temperatur in dieser Phase 7], der Druck /i, das thermo- 
dynamische Potential yt*x, dann gilt für die Änderungen 
dieser Grössen die Beziehung: 

d?£, = Tx dfti — pi dvi — f^i dmu 
und ebenso für die andern Phasen : 

de2 = 7i dvi^ — p2 dv^ — (i^ dm^ 



ds^ = T^dvi^ — /h dv^ — findm^' 



(4) 



In diesem Systeme von Gleichungen sind eine Anzahl Annah- 
men ausgedrückt, die wir scharf unterscheiden müssen. 

1^ Erstens wird angenommen, dass das ganze System sich 
in eine Anzahl Phasen spaltet, d. h. in Teile innerhalb welcher 
geredet werden kann von Temperatur, Druck, spez. Volumen 
etc. Dazu ist es nötig, dass solch eine Phase eine sehr grosse 
Anzahl Moleküle enthalte, es sei gleichzeitig, es sei nach einan- 
der innerhalb einer sehr kurzen Zeit, und dass bei der Ver- 
teilung der Geschwindigkeiten über diese Moleküle nicht 
irgend eine Richtung oder Geschwindigkeit bevorzugt sei, 
d. h. dass das sogenannte Maxwellsche Gesetz der Geschwin- 
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digkeitsverteilung gelte'). Weshalb diese Bedingung gestellt 
werden muss, damit man von Temperatur reden kann, und 
wie daraus das Maxwellsche Gesetz folget, kann hier nicht 
näher erörtert werden. Es ist das wieder ein Punkt, wo die 
Thermodynamik über sich hinausweist nach der kinetischen 
Theorie. Was die Annahme selbst betrifft, werden wir später 
sehen, dass wir zu derselben berechtigt waren, da sie im 
Gleichgewichte immer erfüllt sein muss. 

2^ Zweitens wird hier vorausgesetzt, dass die Anzahl 
dieser Phasen endlich ist. Es könnte scheinen als ob dies 
schon in der vorigen Annahme enthalten sei, doch werden 
wir später sehen, dass dies keineswegs der Fall ist. Ja, 
überall wo äussere Kräfte wirken, eigentlich sogar überall, 
wo zwei Phasen von verschiedener Dichte an einander gren- 
zen, also streng genommen in jedem faktisch bestehenden 
System, kommt diese Annahme nicht mit der Wirklichkeit 
überein, während die vorige in allen diesen Fällen erfüllt ist. 
Für alle diese Fälle werden wir also auch das Gleichgewichts- 
prinzip in einer modifizierten mathematischen Form anzu- 
wenden haben. 

3®. Drittens wird angenommen, dass die Energie und die 
Entropie einer Phase nur abhängig sind von den Eigenschaften 
dieser Phase. Nun wird auch dies streng genommen nie voll- 
kommen wahr sein. Denn die Energie der Stoffmenge, die sich 
innerhalb eines bestimmten Volumens befindet, wird modifiziert 
durch die anziehenden Wirkungen, welche die Körper jen- 
seits der Grenzen dieses Volumens auf sie ausüben. Aber wir 
dürfen die Annahme mit genügender Annäherung als gültig 
betrachten, wenn wir die Phasen als von so grosser Aus- 
dehnung annehmen dürfen, dass die Menge des Stoffes, 
nahe der Oberfläche gelegen, verschwindet gegen den Teil, 



*) Oder wenigstens muss sich eine solche — nach BoLTZif ANN „angeordnete** 
Bewegung — superponieren über eine für alle Moleküle gleiche Bewegung. 
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der im Innern dieser Phase liegt, d. h. auf welchen Körper 
ausserhalb dieser Phase keine anziehende Wirkung mehr 
ausüben. Wenn wir die Oberfiächenerscheinungen behandeln 
wollen, müssen wir also auch diese Annahme fallen lassen. 
Vorläufig aber wollen wir von den sub 2®. und 3®. ge- 
nannten Einflüssen absehen; es gilt dann das System der 
Gleichungen (4). In diesen Gleichungen sind alle dv und di^ 
unabhängig, soweit sie den Bedingungen 2)f = C und Sz' = C 
genügen. Wir denken uns jetzt ein System von Änderungen, 
wobei alle v, yj und m konstant bleiben mit Ausnahme 
von )fi und )ft. Dann muss, um der Bedingung Jlft = C zu 
genügen, fl5fi = — dftt sein. Es wird somit: 
d€ = d€i + flfe«= Ti d^^ -f 7;fl5f,= 7\fl5fi — T^ diii = d}ii (T^—T^. 
Nun muss nach dem Gleichgewichtsprinzip de verschwinden, 
was nur möglich ist, wenn: 

T, = T,. 
Auf dieselbe Weise beweist man: 

■/ i ^^^^ -i 2 ^^ ■/ 3 — •••••.••• — J ^ 

A=A=/3= =/n (5) 

^1 = ^ = A*3 = = ^n 

Damit sind also die drei Gleichgewichtsbedingungen, die 
wir früher aufstellten ohne irgend eine Beziehung zwischen 
denselben zu kennen, aus einem Prinzip abgeleitet. 

§ 40. Bedingungen der Stabilität 

Auch die Bedingungen der Stabilität des Gleichgewichtes 
folgen aus diesem Prinzip. Wir wissen, dass eine einzige 
homogene Phase unter den gewählten Bedingungen immer 
im Gleichgewichte ist, aber dies Gleichgewicht kann sowohl 
stabil als labil sein. Unser Prinzip sagt nun folgendes: 
Denken wir uns in der betreflFenden homogenen Phase eine 
sehr kleine Menge einer neuen Phase entstanden, deren 
Zustand sich nur sehr wenig von der ersten unterscheidet, 
und durch die Entstehung der neuen Phase das totale 
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Volumen und die totale Entropie nicht geändert» dann 
wird das Gleichgewicht stabil oder labil sein, je nach- 
dem die Energie durch diese Änderung grösser oder kleiner 
geworden ist. 

Nun sei die ganze Masse M^ die Masse der neu entstan- 
denen Phase m, dann ist das totale Volumen: 

Mvi = [M — ni) (z^i -f- A, v^ -f- ^^^x + ^ A« ^i. 
wo Vi das spez. Volumen vor der Änderung, Ai Vx die Ände- 
rung des spez. Volumens für die grosse, und A^z^i für die 
kleine Menge bedeutet, also: 

{M — vi) Ai Vi + »« A« «'i = 0, 
ebenso : 

(J/ — ni) A,>i + w At >fi = 0. 

jf und V sind, wie gesagt, spezifische Grössen. Nim ist die 
spezifische Energie eine Funktion des spez. Volumens imd 
der spez. Entropie: £=/(>f, zf), also wird die spez. Energie 
der Masse [M — ni)\ 

'■='+(i),^-+(i),^-+ 

und ebenso ftkr die Masse m\ 

Nim ist der Zuwachs der totalen Energie: 
Af = (M — m)€i -f- nUi — Me. 
Drücken wir mittels der soeben erhaltenen Gleichungen 
AiZ^i in £^zVi und A|); in A^tf, aus, so erhalten wir mittels der 
Gleichungen für fi und f«: 



und: 
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Der erste Faktor ist positiv; damit die Änderung der 
totalen Energie stets positiv sei, genügt es also, dass der 
zweite Faktor für alle möglichen Änderungen A^t; und A^ 
positiv sei. Dies ist der Fall wenn: 

Die erste Bedingung geht wegen: 

sofort über in: 

^.>0 (6) 

Die zweite lässt sich mittels: 

\bv')vi~ \bv)^~ c,\dv)r 

dvd>i \dv jtt [dT/v c,' 
und der obigen Gleichung auf die Form bringen: 

C^XdvJT^ c*\dT)v' 
was, wegen: 

c,~~'^ c, \dT)v \ dTjp - c, (bp\ • 

[dvJT 
Obergeht in: 

c^ \ \dv/T c^ \dTJv] c^ \dT Jv 
oder in Rücksicht auf (6) in : 

Wir finden also hier dieselben Bedingungen, die wir früher 
auf mehr oder weniger willkürliche Weise ableiteten, jeden- 
£Ed]s ohne einzusehen, dass diese Bedingungen hinreichend 
sind. Auch die Frage, die wir früher einmal anrührten, wes- 
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halb die Bedingung lautet (^)7^<0 und nicht (^j < 0, 
löst sich jetzt von selbst. Denn aus unseren beiden Bedingungen : 

die, wie wir gesehen haben» identisch sind mit: 

.< und c^ > 0, 



e?'^''' 



folgt sofort: ^ 

oder: 



-i),-»' 



dagegen sind die beiden Bedingungen: 
g;j5>0 und ^>0, 

oder was dasselbe ist: 

..>0 und (|)^<0. 

nicht hinreichend fElr die Stabilität, und ebensowenig: 



(I),-» - {%): 



Die so erhaltenen Bedingungen der Stabilität haben wir 
jedoch abgeleitet aus der Voraussetzung, dass nur sehr kleine 
Störungen eintreten ; absolute Stabilität, d. h. Stabilität auch bei 
nicht sehr kleinen Störungen, dürfen wir also, auch wenn diese 
Bedingungen erfüllt sind, noch nicht erwarten. Wie es damit 
bestellt ist, sehen wir am besten, wenn wir uns die Gleich- 
gewichts- und Stabilitätsbedingungen veranschaulichen an 
der f , >;, zf-Fläche. 

§ 41. Geometrische Bedeutung der Stabilitätshedtngungen 
an der Gibbs' sehen Fläche. Absolute Stabilität. 

Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, dass an dieser Fläche 
— / dargestellt wird durch die Neigung der Tangente in einer 
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Ebene senkrecht zur >;- Achse gegen die Horizontale, J" durch 
die Neigung der Tangente in der Ebene senkrecht zur 
z^-Achse gegen die Horizontale ; Phasen von gleichem Drucke 
und gleicher Temperatur haben also auf der f, if, z'-Fläche 
parallele Tangentialebenen. Da schliesslich das Stück, das die 
Tangentialebene von der £- Achse abschneidet = £ — Tif H-/^', 
so müssen die Tangentialebenen von koexistierenden Punkten 
zusammenfallen. Die Fläche muss also eine solche Gestalt 
haben, dass man an derselben eine Doppelberührungsebene 
anbringen kann, und die koexistierenden Phasen werden 
gefunden, indem man diese Doppelberührungsebene über die 
Fläche rollen lässt. Diese Gestalt der Fläche sieht man 
übrigens sofort ein, wenn man bedenkt, dass ein Querschnitt 
für ti konstant dieselbe Form hat, wie Fig. 35, wenigfstens 
für Werte der Entropie, die kleiner sind als auf der »kriti- 
schen" Isentrope (der Isentrope, deren Maximum und Minimum 
zusammengefallen sind), und dass also die Fläche dargestellt 
wird durch eine Aneinanderreihung solcher Kurven. (Vergl. 
S. 111). Jedoch geben die Punkte A und B hier nicht wie 
bei der ^-Kurve die koexistierenden Phasen an ; die beiden 
Berührungfspunkte der Doppelberührungsebene liegen nicht 
in einem Querschnitte senkrecht zur )f-Achse. 

Die Kurve, die beschrieben wird, wenn die Doppelberüh- 
rungsebene über die Fläche rollt, nennt man in der Theorie 
der Oberflächen: Binodalkurve, zwei zusammengehörige 
Berührungspunkte: Noden, und den Teil der Fläche innerhalb 
der Binodalkurve: die Falte. 

Was bedeuten nun an dieser Fläche die Bedingungen der 
Stabilität? Es ist leicht einzusehen, dass diese nichts anderes 
aussagen, als dass die £, >;, z'-Fläche in der Nähe des Berührungs- 
punktes ganz oberhalb der Tangentialebene liegt, d. h. also, 
dass von unten gesehen jeder Querschnitt der Fläche mit 
einer Ebene senkrecht zur >;, z^-Ebene konvex ist In Punkten, 
wo dies nicht der Fall ist, also in Punkten, wo die Fläche 

9 
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konvex-konkav *) ist, (teilweise unterhalb, teilweise oberhalb 
der Berührungsebene liegt), wo also die Tangentialebene die 
Fläche schneidet, ist das Gleichgewicht labil. Wir können 
dies auf zweierlei Weise erkennen. Erstens analytisch, mittels 
der soeben gefundenen Bedingung für Stabilität Denn gehen 
wir von einem bestimmten Punkte auf der Fläche aus, so 
ist der Zuwachs von f für die Tangentialebene: 

für die Fläche selbst: 

Die Fläche lieget also immer oberhalb der Tangentialebene, 
wenn far alle Werte von tiV und A>f: 

Dies ist aber gerade dieselbe Bedingung, die wir oben fanden. 
Wir können diese Bedingung aber auch mittels der £, yi, v- 
Fläche rein geometrisch erkennen, direkter und einfacher 
als mit der obigen, etwas umständlichen Rechnung. Dazu 
denken wir uns wieder eine homogene Masse, durch £i, ifj, Vy 
gegeben, innerhalb welcher eine sehr kleine Masse m irgend 
eine kleine Änderung erleidet, während die übrige Masse 
M — m sich so ändert, dass das totale Volumen und die totale 
Entropie konstant bleiben. Wir haben jetzt die Änderung 
der totalen Energie zu bestimmen. Denken wir sowohl für 
die Masse M — m als für die Masse m die Fläche kon- 
struiert und zwar in dem Sinne, dass die Koordinaten 5, if, v 
nicht die spez. Grössen, sondern die totalen Grössen vor- 
stellen sollen. Da diese der Menge StoflF proportional sind, 



*) Konkav-konkav kann die FUche in keinem Punkte sein, denn wir haben 
S. 111 gesehen, dass Querschnitte, senkrecht zur v- Achse, immer konvex sind 
von unten gesehen. 
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ist es klar, dass die beiden Flächen vollkommen gleich- 
förmig, dass aber aUe Dimensionen der ersteren 

Mal grösser sein werden, als die der letzteren. Im Verhält- 
nisse zu dieser wird also jene sehr schwach gekrümmt sein. 
In nebenstehender Fig. 41 denken wir uns nun diese beiden 
Flächen so gezeichnet, dass der Punkt £, if, z' für beide zusam- 
menfällt, was wir immer tun können. Natürlich fallen die 
Koordinatenachsen fOr beide Flächen dann nicht zusam- 

men ; sie liegen für die grössere Fläche Mal so weit 




Fig. 41. 

entfernt wie für die kleinere. Wir bringen auch die gemein- 
schafUiche Tangentialebene an, und ziehen in dieser die 
Querschnitte für v = C und if = C Wenn nun die Volum- 
und Entropieänderung der Masse m so viel beträgt, dass 
deren Volxmien und Entropie nach der Änderung durch A 
angegeben werden, so muss der Punkt B^ der Volumen imd 
Entropie der Masse M — m nach der Änderung angibt, 
diametral gegenüber A liegen und in gleicher Entfemimg 
von O. Die ganze Energieänderung ist also gegeben durch 
AA' -f- BB. Es leuchtet ein, dass diese Änderung nur positiv 
sein kann, wenn der Querschnitt der Fläche mit der vertikalen 
Ebene durch AB konvex ist nach unten. Ebenso werden 
Störungen in anderen Richtungen nur rückgängig werden, 
wenn der betreffende Querschnitt der Fläche konvex nach 
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unten ist. Für die Stabilität des Gleichgewichts ist es aber 
nötig, dass jede unendlich kleine Störung rückgängig wird, 
denn wir nehmen an, dass alle mit den Bedingungen ver- 
träglichen Störungen innerhalb gewisser, nicht zu langer Zeit 
auch wirklich eintreten. Dann muss also die Fläche in allen 
Querschnitten konvex sein, und damit diese Eigenschaft 



erfüllt sei, ist notwendig, dass für alle Werte von -j- 

Wir bekommen also jetzt ohne irgend welche Rechnung 
die früher aufgestellten Beding^ungen, wir sehen jetzt aber 
gleichzeitig, in wie weit wir zwischen absoluter und relativer 
Stabilität, oder Stabilität für grosse und kleine Störungen 

unterscheiden müssen. 
Denn denken wir uns 
die Fläche in irgend 
einem Querschnitte so 
gekrümmt, dass sie 
zwar in der unmittelba- 
ren Nähe des Punktes 
O (Fig. 42) oberhalb 
der Tangentialebene 
liegt, diese aber auf grösserer Distanz schneidet, so ist es 
klar^ dass dann für Störungen in diesem Querschnitte 

/ l^v\ 

Id. h. mit dem für diesen Querschnitt gültigen -j-X nach 

unserem Prinzip die Störung nur rückgängig werden wird, 
wenn sie kleiner ist als OC \ für gfrössere Störungen jedoch 
nicht Solche Zustände nennen wir metastabil. Es bedeuten 




Fig. 42. 



') Wenn wir m klein genug gegenüber M denken, verschwindet BB gegen 
AA\ und entscheidet letztere Grösse allein über das Vorzeichen der Energie- 
Änderung. 
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also alle diejenigen Punkte der Fläche metastabile Zustände, 
für welche die Tangentialebene die Fläche irgendwo noch 
schneidet, während bei absolut stabilen Zuständen die Tan- 
gentialebene keinen Punkt weiter mit der Fläche gemein 
hat Daraus folgt, dass es nicht leicht sein kann, analytisch 
die Grenze zwischen Stabilität und Metastabilität anzugeben ; 
denn ob ein Punkt in dem einen oder dem andern Gebiete 
liegt, hängt nicht allein ab von den Eigenschaften der Fläche 
in dem betrachteten Punkte, sondern auch in andern weit 
entfernten Punkten. Geometrisch dagegen lässt sich leicht 
diese Grenze angeben. Denn es ist klar, dass sie durch die- 
jenigen Punkte geht, für welche die Tangentialebene die 
Fläche in noch einem andern Punkte berührt; es ist also die 
Kurve, die wir mit dem Namen Binodalkurve bezeichnet haben. 
Haben wir ein Modell der Fläche vor uns, so können wir 
diese Kurve sofort auf demselben angeben, indem wir eine 
berusste Glasplatte über das Modell abrollen lassen. Alle 
Punkte nun ausserhalb dieser Kurve stellen absolut stabile 
Zustände dar; auch die gfrössten mit den Bedingungen ver- 
träglichen Störungen müssen rückgängig werden ; die Punkte 
innerhalb der Falte sind entweder für grosse oder schon für 
sehr kleine Störungen instabil; innerhalb dieser liegen also 
die Punkte, welche überhitzte Flüssigkeiten und unterkühlte 
Dämpfe darstellen, aber auch die eigentlich labilen Zustände. 

§ 42. Die Spinodalkurve, 

Die Grenze zwischen diesen beiden Kategorien bildet die 
sogenannte Spinodalkurve. Ihren Namen hat diese Kurve 
von einer ihrer Eigenschaften erhalten, imd zwar von der 
Form des Diurchschnittes der Tangentialebene mit der Fläche 
in jedem Punkte dieser Kurve. Wie wir gesehen haben, liegt 
die Fläche für stabile Punkte ganz oberhalb der Tangential- 
ebene, für labile teilweise oberhalb, teilweise unterhalb der- 
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selben, und zwar liegt sie oberhalb derselben tOx aUe Rich- 
tungen, für welche: 



A = 



£(^^)'+2^^^^''+£<^''>'><>' 



unterhalb für alle Richtungen, für welche: 

A<zO. 
Für die beiden Richtungen, für welche: 

A = (7) 

fallen also Tangentialebene und Fläche zusammen, d. h. in die- 
sen schneidet die Tangentialebene die Fläche. Der Querschnitt 
von Tangentialebene und Fläche für Punkte im labilen Gre- 
biete besteht also aus zwei sich schneidenden Kurven (Fig. 43^) 
(nicht Geraden, denn nur in sehr besonderen Fällen werden 

die beiden Werte von -j-- aus Gleichung (7) konstant 

bleiben, wenn man in den durch diese Gleichung angege- 
benen Richtungen, auf der Fläche fortschreitet); in zwei sich 
gegenüber liegenden Winkeln wird die 
Fläche oberhalb, in den zwei andern 
unterhalb der Berührungsebene liegen. 
Wie wird dieser Durchschnitt nun aus- 
sehen in einem Punkte der Spinodal- 
kurve ? Erstens muss dort der Teil, der unterhalb der Ebene 
liegt, gerade verschwunden sein, d. h. es müssen die beiden 
Äste des Durchschnittes sich berühren ; zweitens können die 
Kurven nicht durch den Schnittpimkt hindurchgehen, son- 
dern sie enden in demselben, man bekommt also die in 
Fig. 43" angegebene Form des Durchschnittes. 

Weshalb dies so sein muss, sieht man am besten auf fol- 
gende Weise ein. Es sollen die beiden Kurven AB und 
A'B^ (Fig. 44) die Projektionen darstellen der beiden Äste 
einer Binodalkiu*ve, CD und Ciy die Projektionen der 
beiden Äste der zugehörigen Spinodalkurve. Denken wir uns 
in dem Punkte, dessen Projektion Pi, die Tangentialebene 
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Fig. 44. 



angebracht, so wird der Durchschnitt als Projektion nur den 
Punkt Pi selbst haben; in dem Punkte P^ wird dazu noch 
die zugehörige Node P^ kommen. Gehen wir jetzt in das 
metastabile Gebiet, so wird 
in dem Punkte P^ zu dem 
Durchschnitte noch eine 
kleine geschlossene Kurve 
P^ gehören. Dringen wir 
weiter in das metastabile 
Gebiet vor, so wird diese 
Kurve sich vergprössern und 
sie braucht nicht länger ge- 
schlossenzusein. Der Durch- 
schnitt in dem Punkte P5 der Spinodalkurve entsteht aus 
dem Zusammenfallen des Punktes P4 und der Kurve P^, 
er kann also nicht Punkte links von der Spinodalkurve 
enthalten. Wir sahen soeben schon, dass /s aus zwei Ästen 
bestehen muss, die sich berühren. Es ist dies übrigens nur 
ein besonderer Fall einer allgemeinem Eigenschaft ebener 
Kurven, die einen singulären Punkt aufweisen, dass nL wo 
durch Änderung eines Parameters dieser singulare Punkt 
auf die Kurve fällt, diese einen Rückkehrpunkt besitzt. Von 
dieser Form ihres Durchschnittes, die Ähnlichkeit mit einem 
Dom (spina) zeigt, hat die Kurve ihren Namen. 

Dringen wir jetzt in das labile Gebiet vor, so wird aus 
dem isolierten Punkte eine Schleife. Innerhalb dieser und 
des gegenüberliegenden Winkels lieget dann die Fläche 
unterhalb der Tangentialebene in P«. 

In dem Vorhergehenden ist eigentlich schon die Gleichung 
der Spinodalkurve enthalten. Wir sahen, dass auf der Spi- 
nodalkurve die beiden Richtungen durch Gleichung (7) 
bestimmt, zusammenfallen; das ist der Fall, wenn: 
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Diese Gleichung (natürlich in Verbindung mit der Gleichung 
der £, ^, z^- Fläche) bestimmt also die Spinodalkurve. 

Es folgt dann weiter aus Gleichung (7), dass die Richtung 
des Durchschnittes der Tangentialebene mit der Fläche in 
einem Punkte der Spinodalkurve gegeben ist durch: 

Doch können wir selbstverständlich auch aus dieser Gleichung 

ableiten : 

d's / dT\ 

A^ diidv \ dv )yi /ÖJf\ 

/^v~ ö^ ~ (dT \ ~\dv)r 
d^' \ dvi jv 

In der Richtung dieses Durchschnittes ist also, wenigstens 
für unendlich kleine Änderungen, der Druck und die Tem- 
peratur konstant, oder mit andern Worten: ziehen wir in 
einem Punkte der Spinodalkurve die Isotherme und den Iso- 
piesten, sowie den Durchschnitt der Tangentialebene mit 
der Fläche, so berühren sich die Projektionen dieser Kurven 
auf die >^, z^-Ebene. 

Nach dem Vorhergehenden können wir die Spinodalkurve 
auch definieren als den Ort der Punkte auf der Fläche, wo 
die Projektionen der Isothermen und Isopiesten sich berühren; 
diese Eigenschaft lässt sich auch sofort geometrisch einsehen. 

In der nebenstehenden Figur (Fig. 45) sind die Projektionen 
der Isothermen durch gestrichelte Linien angegeben. Da: 

_^\ _ R 

dr)v~v—y 

wird die Projektion bei steigendem Werte von v inmier 
steigende Werte von )/ haben, und bei z^ = oo der s^Achse 
parallel werden, während sie an ihrem andern Ende sich 
der Geraden v=: i asymptotisch nähert Bei konstantem v 



\dv)T~\' 
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entspricht immer der höhere Wert von >^ der höheren 
Temperatur^ da: 

\dT)v~ T' 
Die Form der Isopiesten ist verwickelter, wenigstens bei 
geringen Werten von >^. Wir haben schon öfters bemerkt, 




Fig. 45. 

dass die Druckkurve für >^ = C grosse Ähnlichkeit hat mit 
derjenigen für T= C; bei geringen Werten von >^ hat die 
Druckkurve ein Minimum und ein Maximum, die sich bei 
höher werdendem Werte von >^ nähern. Dies bedeutet also 
in unserer Figur, dass ein Durchschnitt für )/ = C mit stei- 
gendem Volumen erst zu kleineren Werten von/ gelangt bis 
zu einem Minimum, dann zu höheren Drucken übergeht bis 
zu einem Maximum, um dann zu immer geringeren Drucken 
zu gelangen; wir erhalten also die Form, durch die voU 
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gezogenen Kurven dargestellt. Bei konstantem v mnss der 
Isopiest für gfrössere Entropie der höhere sein, da: 



\dp)v T [dp/v 



Solche Isopiesten schneiden eine Isotherme also dreimal; 
gehen wir die Isotherme entlang, so nimmt erst der Druck 
zu bis zu einem Maximum, in diesem Punkte müssen dann 
der Isopiest und die Isotherme sich berühren. Der Punkt 
muss aber auf der Spinodale liegen, denn es ist dort 

wir sind also auf der Grenze des labilen Gebietes. 



(Dr=«^ 



Das Gleiche gilt natürlich auch für das Druckminimum auf 
der betrachteten Isotherme. 

Die so entstandene Spinodalkurve nun hat die in Fig. 45 
angegebene Grestalt. Um das einzusehen, müssen wir den 

Quotienten [-e^] untersuchen. Nach unserer Hauptglei- 
chung in ihrer dritten Form ') ist : 

während : 
also : 

Wir müssen jetzt zu jeder Änderung äv, dn so wählen, 
dass wir auf der Spinodale bleiben, also: 



Nun ist wegen: 

m m : m 

\ev)p [dTJv \dvJT' 



•) S. 84. 
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(-^ j auf der Spinodale Null, da (^ ) bei normalen Stoflfen 
niemals Null wird. Also nach geringer Umrechnung: 

\Ö»/Spiii. \dTlv \ T \dp )v \dv] Spin. ^ j Spin.' 

Die Gleichung der Spinodale gewinnen wir aus: 



RT a 
mit der Bedingung: 



P — ^o^l v" 



[Dr-o- 



oder: /gr , 2a_^ 

ip — bf'^ »»""• 

Durch Elimination zwischen den beiden Gleichungen folgt: 

_ 2a{p-b)\ 
^ Spin. — ^^ . 

_ 2a (g — b) a_ 
/Spin.— ^ " v^' 

und daher: . 

(i)spin. = -^(^-3^)- 
Setzen wir diese Werte, sowie: 

(dT\ _ v — b 
\dp)v~ R ' 

in unsere Gleichung fUr 1^-) ein, so erhalten wir: 

Id^ _ldp\ U c. v-^b \ 
\bv)s^\xi~\bT)vX R V \ 
Nun ist : 

c, — c^ = R, 
wodurch wir erhalten : 

\dv)Sfm ~\dT)vy k—\ V \ 
Auf dem Flüssigkeitsaste der Spinodale bis zum kritischen 

Punkte ist also 1^1 , positiv ; aber schon sehr bald danach, 
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je nach der Grösse von k^ nimmt auf der Spinodale >^ wieder 
ab. Für k = ^/s lieget das Maximum von ij hei v = 93, fiir 
k = "/w sogar schon bei S^U i. Nachdem dies Maximum 
überschritten, kehrt die Spinodale zu immer kleineren Werten 
von )j zurück. Anders als die Grenzkurve schneidet also 
die Spinodale im /, z^-Diagframm eine Isentrope entweder 
zwei Mal oder gar nicht. 

§ 43. Binodalkurve und FaUenpunkL 

Wir haben in § 41 ausser der Spinodalkurve auch die 
Binodalkurve erwähnt. Für diese bestehen zwei Möglich- 
keiten. Entweder sie hat die einfachere Form, die in der 
Figur dargestellt ist für die Isothermen, oder die mehr ver- 
wickelte der Isopiesten. Diese zwei Fälle decken sich mit den 
beiden früher besprochenen, nämlich dass alle Isentropen die 
Grenzkurve nur einmal schneiden, oder dass es Isentropen 
gibt, die dieselbe dreimal schneiden ; im ersteren Falle nimmt 
die Entropie längs der Grenzkurve stetig zu, während sie 
im letzteren erst steiget, dann abnimmt, um zuletzt wieder 
zu steigen. Wir sahen damals schon, dass dieser Unterschied 
bedinget wird durch den Wert von ^, wodurch zugleich 
erklärt wird, warum hierbei das Gresetz der korrespondieren- 
den Zustände nicht gtütig ist. Der zweite Fall ist dargestellt 
in Fig. 48. 

Wir sehen weiter in dieser Figur einen Berührungspunkt von 
Spinodal- und Binodalkurve. Dass ein solcher vorkommen 
kann, lehrt die allgemeine Theorie der Falten '). Diese unter- 
scheidet zwischen zwei Fällen. Lässt man die Tangential- 
ebene über die Fläche rollen, so rücken entweder die 
zusammengehörigen Noden immer mehr zusammen, um 
schliesslich ganz zusammenzufallen (geschlossene Falte) 



«) D. J. KoRTEWKO. Arch. Nicrl T. XXTV, p. 800, 
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(Fig. 46^ oder die Tangentialebene kommt in ihren ursprüng- 
lichen Stand, ohne dass dies geschehen ist (offene Falte). Im 
j letzteren Falle kann jede der 

-4 Noden sich auf einem verschiede- 

nen Aste bewegen (Fig. 46^ oder 
beide auf demselben (Fig. 46™). 
Die nebenstehenden Figxuren wer- 
den diese Fälle deutlich machen. 

^. .^ Den Punkt A nennt man einen 

A Fig. 46. 

Faltenpunkt. Nun ist es klar, dass 
die Falte auf der f, )j, z/-Fläche einen Faltenpunkt aufweisen 
muss, denn bei steigender Temperatur werden ja die koexis- 
tierenden Phasen immer ähnlicher, um bei der kritischen 
Temperatur identisch zu werden. 
Der kritische Punkt ist also der 
Faltenpunkt der Falte auf der ^ ^ ^fPc^^' 

5, if, zf-Fläche. Nun ist es leicht zu 

Fig. 47. 
beweisen, dass in einem solchen 

Faltenpunkte die Spinodalkurve die Binodalkurve berühren 
muss. Denn denken wir ims zwei zusammengehörige Noden, 
die sehr nahe bei einander liegen. Bringen wir nun die Tan- 
gentialebene 

an, und bewe- 

^.'^'"'^^ gen wir sie ein 

klein wenig 
nach oben, 
parallel zu 
_.^^^^ sich selbst, so 

^*"''^"^'--^,.,^^ dass sie die 
^^ Fläche schnei- 
dig- 48. det, so erhal- 
ten wir als 
Durchschnitt zwei kleine geschlossene Kurven um diese Noden 
A und A' (Fig. 47). Bei einer etwas weiteren Bewegung werden 
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Fig. 491. 



diese Kurven zusammenfliessen in einem Doppelpunkte C. In 
diesem Punkte berührt die Durchschnittsebene die Fläche 
wieder; dieser Punkt liegft 
also notwendigerweise in- 
nerhalb des labilen Gebietes, 
also innerhalb der Spinodal- 
kurve. Es muss also ein Ast 
der Spinodalkurve sowohl 
zwischen B und C als zwi- 
schen ff und C liegen. Im 
Faltenpunkte D sind nun 
B, Bf und C zusammengefallen; es müssen also in diesem 
Punkte auch zwei Punkte der Spinodalkurve zusammen 
gefallen sein, was zu beweisen war. 

Haben wir die zweite Form der Binodalkurve, so kann 
der kritische Punkt noch bei kleinerem oder grösserem n 
liegen als D (Fig. 48). Es hängt dies davon ab, ob die 
Isentrope, welche die Grenzkurve von innen berührt, den 
Schnittpunkt mit der Grenzkurve auf dem Dampf- oder auf 

demFlüssigkeits- 
astehat(Fig.49l, 
und H). Selbst- 
verständlich 
wird auch dies 
abhängen von 
dem Werte von 
k ; auf die Form 
Fig. 49n. der Spinodale 

haben diese Un- 
terschiede in der Form der Binodale, wie wir oben (S. 140) 
schon sahen, keinen Einfluss. Nur die Lage des Maximums 
der Entropie kann sich ein wenig ändern durch Änderung 
von k. 
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§ 44. Die derivierte Fläche, 

Wir haben uns in den vorigen § § immer beschäftigt mit 
der theoretischen f, i;, «;-Fläche; es ist aber klar, dass diese 
nur ausserhalb der Falte die wirklich existierenden Zustände 
darstellt Nehmen wir ein System, dessen Volumen und Entro- 
pie durch Punkte innerhalb derselben dargestellt werden, so 
wird im allgemeinen (wenn nicht etwa metastabile Zustände 
auftreten) die Energie nicht dargestellt durch die Ordinate 
der £, v , fr-Fläche, sondern durch die Ordinate der sogenannten 
derivierten Fläche. Lassen wir die Doppelberührungsebene 
über die f, if, «^-Fläche rollen, so ist der Durchschnitt zweier auf 
einander folgenden Lagen die Grerade, die zwei zusammengehö- 
rige Noden verbindet Die Regelfläche nun, die sich aus diesen 
Verbindungslinien zusanunensetzt, nennen wir die derivierte 
Fläche. Die Projektionen der Verbindungslinien A C und A'C 
in zwei verschiedenen Lagen sind ebenfalls in Figur 48 
angegeben. Haben wir nun unsem Körper in einem Volumen 
V mit der Entropie )/, dargestellt durch den Punkt B, dann 
wird der wirkliche Zustand dargestellt durch die beiden 
Endpunkte der Geraden A C, und der Quotient der Mengen, 
die sich in diesen Zuständen befinden, ist umgekehrt pro- 
portional den Längen AB und BC^ wie wir dies in ähnlichen 
Fällen schon öfters sahen. . 

Mit Hülfe der derivierten Fläche \ 

lassen sich verschiedene Eigen- 
scbaft:en, die früher, teilweise um- 
ständlich, bewiesen wurden, sofort 
einsehen. Bringen wir z. B. einen 
Durchschnitt durch die ursprüng- 
liche und die derivierte Fläche Fig, 50. 
bei konstanter Entropie. Der 

Durchschnitt durch die ursprüngliche Fläche liegrt selbstver- 
ständlich immer oberhalb des Querschnittes durch die deri- 
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vierte. Da die Tangente an beiden Durchschnitten bestimmt 
ist durch — /, berühren dieselben sich in den koexistierenden 
Noden; wir erhalten also den umstehenden Diu-chschnitt 
(Fig. 50)'). Nun ist: 



-'^=j[%\'^''=j-^'^''' 



A A 

natürlich sowohl längs der einen als längs der andern Kurve 
integriert. Das ist aber der früher*) bewiesene Satz, dass 
die theoretische und die empirische Isentrope sich durch- 
schneiden nach einer Regel, die analog ist der Maxwellschen 
für die theoretische und die empirische Isotherme. 

Nehmen wir jetzt einen Querschnitt für «^ = C (Fig. 51); 
auch hier erhalten wir zwei Querschnitte, diese werden 
sich jedoch nicht wie die von Fig. 50 in zwei Punkten berühren. 
Denn wenn man durch Abkühlung bei konstantem Volumen 
Heterogenität erhalten hat, wird man durch weitere Abküh- 
lung, wenigstens bei einem einfachen Körper, niemals wieder 
Homogenität erhalten. Dass sich die beiden Querschnitte in 
dem gemeinschaftlichen Punkte berühren, folgt aus: 




(!),=-• 



da ja die Temperatur in diesem 
Punkte für die beiden Kxirven die 
gleiche sein muss. Wir erhalten so 
die nebenstehende Figur; die höhere 
Fig. 51. Kurve gehört selbstverständlich wie- 

der der ursprünglichen Fläche an. 

Für diese muss im Punkte A die Krümmung grösser sein 

als für die andere. Nun ist: 



') Ob in dem Querschnitte Hir die theoretische Fläche noch Inflexionspunkte 
sind, oder nicht, hängt selbstverständlich davon ab, ob wir noch unterhalb des 
kritischen Punktes der Isentropen sind oder nicht. 

•) S. 91. 
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T 


C, hon»- 


<<:,,het 



es ist also: 



was wir früher *) auf viel umständlicherem Wege abgeleitet 
hatten. 

In dem Umstände, dass die derivierte Fläche eine Regel- 
fläche ist, hat man zwei Schwierigkeiten gefunden. Erstens 
hat man gesagt, dass diese Regelfläche zwar konvex-konvex 
ist, die Krümmung in einer Richtung, der der Erzeugen- 
den, ist jedoch Null. Daraus schliesst man, ganz wie wir es 
oben taten, dass für Störungen in dieser Richtung das Gleich- 
gewicht neutral oder indifferent ist. Solche Störungen werden 
also nicht rückgängig werden. Aber es leuchtet ein, dass solche 
Störungen, bei welchen nur Zustände auftreten, dargestellt 
durch Punkte in der Erzeugenden — wobei natürlich wie 
immer das totale Volumen und die totale Entropie konstant 
bleiben — Änderungen sind unserer Betrachtungsweise, 
nicht des Zustandes selbst der Stoffe. Denn jeder Punkt 
einer Erzeugenden stellt ja ein heterogenes Gemisch dar, 
bestehend aus den zwei Zuständen, dargestellt durch die Noden 
dieser Erzeugenden. Es ist also völlig gleichgültig, ob wir 
uns den Stoff in dem ungestörten Zustande B (Fig. 48) oder 
in der Summe der gestörten Zustände Jff und ß' denken, 
denn beides besagt nur, dass wir ein heterogenes Gemisch 
der Zustände A und C vor ims haben, und zwar, da das 
Totalvolumen gleich bleibt, in demselben Verhältnis. 

Zweitens gilt für die derivierte Fläche, da sie eine Regel- 
fläche ist, die allgemeine Gleichung für Regelflächen: 

\df9dvl ~dv'e^'' 
Da nun die Binodalkurve auf der derivierten Fläche liegt, 

') S. 94. 

10 
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gilt diese Gleichung auch in jedem Punkte dieser Kurve. 
Sonderbarerweise hat man darin einen Widerspruch gefunden 
mit unserem früher erhaltenen Resultate, dass diese Gleichung 
auf der Spinodalkurve gilt. Aber es ist leicht einzusehen, dass 
hier keineswegs ein Widerspruch vorliegt. Die Gleichung sagt 
ja überhaupt nicht etwas aus über den Zusammenhang der 
Änderungen der Koordinaten der genannten Kurven, sondern 
über die Änderungen der Koordinaten von Oberflächen, die 
man durch diese Kurven legen kann. Die ds^ ify etc. haben 
also, wenn man die Gleichung auf die Binodalkurve anwendet, 
eine ganz andere Bedeutung als in der Anwendung auf die 
Spinodalkurve. Bei letzterer bestimmt die Gleichung den 
Zusammenhang zwischen den Änderungen von e mit den- 
jenigen von ii und v, wenn man sich von einem Punkte der 
Spinodalkurve aus die f , )/, z^-Fläche entlang bewegt. Für die 
Binodalkurve dagegen bestimmt die Gleichung den Zusammen- 
hang dieser Änderungen, wenn man sich von einem Punkte 
der Binodalkurve aus eine beliebige Regelfläche, hier z. B. 
die derivierte Fläche entlang beweg^. Deshalb kann man 
auch aus die Gleichung, in Verbindung mit der Gleichung 
der €, >^, z^-Fläche, leicht die Spinodalkurve bestimmen. Denn 
man hat dann nur aus der Gleichung dieser Fläche, e =y (v, v), 
die drei Differentialquotienten zu bilden, und diese in die 
erstere einzusetzen. So erhält man eine Gleichung zwischen 
V und )/, d. h. die tj, «^-Projektion der Spinodalkurve, aus 
welcher man wieder in Verbindung mit s =/(>/, v) die andern 
Projektionen ableiten kann. Für die Bestimmung der Bino* 
dalkurve sagt die Gleichung dagegen nichts aus, denn man 
kann sie zu diesem Zwecke mit der Gleichung der f, if, «;-Flache 
gar nicht in Verbindung bringen, und auch wenn die Gleichung 
der derivierten Fläche gegeben wäre '), würde sie nichts helfen 

') Selbstverständlich würde man, wenn die Gleichung der derivierten Flidie 
wirklich gegeben wäre, die i], v-Projektion der Binodalkurve bestimmen durch 
Elimination von « aus dieser Gleichung und deijenigen der «, i], v-Flidie. 
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da sie durch letztere identisch erfüllt wäre. Die Gleichung 
kann aber auch nichts aussagen über die Binodalkurve, denn 
sie sagft nur, dass durch diese Kurve eine Regelfläche gelegft 
ist, und das kann man durch jede Kurve tun. Der Wider- 
spruch, den man zu finden glaubte in der Geltung dieser 
Gleichung sowohl für die Spinodal- als für die Binodalkiu-ve, 
ist also nicht nur auf die letztere beschränkt, denn in dem 
Sinne wie die Gleichung S. 145 für die Binodalkurve gilt, gilt 
sie für jede Kurve, sie sei auf der f , i;, z^-Fläche gelegen 
oder nicht. 

§ 45. Die dritte Form des Gleichgewichtsprinzips. 

Mit den im vorigen Kapitel definierten Funktionen und 
den bis jetzt erhaltenen Resultaten, können wir das Gleich- 
gewichtsprinzip noch auf andere Formen bringen, die in 
mancher Hinsicht Vorteile bieten gegenüber den bis jetzt 
behandelten. 

Die erste dieser Formen lautet : Bei gegebener Temperatur 
und gegebenem Volumen ist für das Gleichgewicht einer 
gegebenen Masse notwendig und hinreichend, dass für alle mit 
den Bedingungen verträglichen Änderungen die fi-eie Energie 
stationär sei ; für stabiles Gleichgewicht muss sie minimal sein. 

Es ist leicht einzusehen, dass diese Form die frühere 
ersetzen kann, wenn man als schon bekannt annimmt, dass 
die Temperatur in einem System im Gleichgewichte überall 
dieselbe sein muss. Denn man erhält dann für die verschie- 
denen Phasen: 

d^i = — Pi dvi 4- A*i d^i 
d^t = — A ^^t + f^i ^^ 



d^^= —pn äv^+ f^n dm^ 
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also, wenn den früher gefundenen Gleichgewichtsbedingtingen : 

^^=^^= =*- .... (5) 

A*i = A*« = = A*H 

genügft wird: 

^€1^^=^ — pZdv '\' ii^dm. 
Für gegebenes Volumen und gegebene Masse ist also Zrfi^r=0. 
Umgekehrt leiten sich die Bedingungen (5) sofort aus der 
jetzigen Form ab, auf dieselbe Weise wie oben. Da weiter 
für stabiles Gleichgewicht ck — Tcb^ eine positive Grösse der 
zweiten Ordnung sein musste, muss auch d^ dies sein ; somit 
ist für stabiles Gleichgewicht ^ minimaJ. 

Auf den ersten Blick scheint nun diese neue Form keine 
Vorteile vor den bisher besprochenen zu haben, denn wie diese 
gilt sie nur, wenn zwei Nebenbedingungen erfCdlt sind; 
dagegen ist sie weniger allgemein, da sie schon ein Resultat 
der vorigen als bekannt voraussetzt. In der Tat bedeutet 
auch diese Form eine Einschränkung gegen die beiden ersten 
Formen in ihrer aillgemeinsten Anwendung. Freilich muss 
man das Gleichgewichtsprinzip dann weiter fassen, als GiBBS 
es in seiner gprossen Abhandlung über das Gleichgewicht 
heterogener Stoffe, und wir nach seinem Vorgange bis jetzt 
getan haben. Nach dieser Formidierung sagt das Prinzip 
nur, dass im Falle des Gleichgewichtes für alle umkehrbaren 
Änderungen, die mit den Bedingungen verträglich sind, die 
Änderung der Energie unendlich klein von der zweiten 
Ordnung sein müsse ; über Nicht-GleichgewichtsfäUe sagt das 
Prinzip dann überhaupt nichts aus. Es lässt sich leicht ver- 
stehen, wie GiBBS zu dieser Beschränkung kam. Als er seine 
berühmte Abhandlung schrieb, war es noch sehr fraglich, 
ob man bei beliebigen Nicht-Gleichgewichtszuständen über- 
haupt von Entropie reden könne, und eine Anwendung 
auf solche Zustände schien also ausgeschlossen. Nun ist es 
aber klar, dass es wenigstens einige Nicht-Gleichgewichts- 
zustände gibt, bei welchen wohl von Entropie gesprochen 
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werden kann, nämlich wenn man zwei oder mehr homogene 
Phasen, die jede für sich im Gleichgewicht sind, mit 
einander in Berührung bringt. Im ersten Augenblick ist 
dann die Entropie des Systems gleich der Summe der 
Entropien der verschiedenen Phasen, die spez. Entropie 
also ein Mittelwert der spez. Entropien derselben. Dass 
GiBBS solchen Fällen, so viel ich weiss, nirgends besondere 
Beachtung schenkt, scheint mir daran zu liegen, dass er 
immer nur Punkte der f , )/, z^-Fläche beachtet, und es so vor- 
stellt, alsob nur diese physikalische Bedeutung hätten. Nun 
ist es aber klar, und wir haben schon früher^) davon Ge- 
brauch gemacht, dass das spez. Volumen, die spez. Entropie 
und Energie des soeben genannten Systems durch einen 
Punkt, nicht auf der Fläche, sondern oberhalb derselben 
dargestellt werden, und es ist streng daran festzuhalten, 
dass nicht nur alle Punkte der £, )/, zf-Fläche physikalische 
Bedeutimg haben, sondern auch alle Punkte oberhalb der- 
selben ; diese stellen eben Nicht-Gleichgewichtszustände dar. 
Nur Punkte unterhalb der f , i;, «^-Fläche (wenn man die 
derivierte Fläche zu der Fläche selbst hinzurechnet) haben 
keine physikalische Bedeutung. Nun ist es weiter klar, dass 
die Änderung des Zustandes, die eintreten muss, bevor unter 
den gegebenen Bedingungen (d. h. indem gegebenen Volumen 
und mit der gegebenen Entropie), der Gleichgewichtszustand 
erreicht ist, um so grösser sein wird, je höher der darstel- 
lende Punkt über der (ursprünglichen resp. derivierten) Fläche 
liegt. Dann können wir aber unser Prinzip mit den darin 
enthaltenen Stabilitätsbedingxingen nicht nur so ausdrücken, 
dass füur absolut stabile Gleichgewichtszustände die Entropie 
den kleinsten Wert haben muss, den sie unter den gege- 
benen Bedingungen überhaupt haben kann, sondern wir 
können auch, wenigstens fdr die jetzt betrachteten Nicht- 



») Vgl. S. 105 tt. 106. 
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Gleichgewichtszustände, die Abweichung von diesem mini- 
malen Werte als ein Maass betrachten für die Abweichung aus 
dem stabilen Zustande. Weiter haben aber die schon wieder- 
holt genannten neueren kinetischen Betrachtungen es wahr- 
scheinlich gemacht, dass man für jeden beliebigen Zustand 
eine Grösse definieren kann, die sich für Gleichgewichts- 
zustände mit der Entropie deckt, und dass diese Grösse bei 
einem isolierten System lun so grösser wird, je mehr dies 
sich dem stationären, also dem Gleichgewichtszustande, nähert. 
Damit wäre dann das allgemeine Prinzip auf alle beliebigen 
Zustände anwendbar geworden. 

Für diese erweiterte Form des Prinzips bedeutet nun die 
Fassung mittels der freien Energie in der Tat eine Ein- 
schränkung, denn man kann diese nur anwenden, wenn im 
ganzen System T=: C, Es muss also nicht nur die erste 
der Annahmen, die wir auf Seite 124 machten, erfüllt sein, 
dass das ganze System sich aus Phasen zusammensetzt, d. h. 
aus Teilen, die alle eine bestimmte Temperatur haben, sondern 
diese Phasen müssen auch alle dieselbe Temperatur haben. 
Auf alle beliebigen Fälle, wie das erweiterte Prinzip in seiner 
ersten oder zweiten Fassung, lässt sich also diese dritte Form 
nicht anwenden. 

Wohl aber lässt sich zeigen, wie wir in Kapitel IV dieses 
Abschnittes sehen werden, dass, wie auch das betrachtete 
System beschaffen sein möge, die beiden genannten Bedin- 
gungen für Gleichgewicht immer erfiUlt sein müssen. Unter 
den Systemen, auf welche das erweiterte Prinzip in der 
Fassung mittels der freien Energie anwendbar bleibt, befin- 
den sich also alle Gleichgewichtsfälle, und somit bedeutet 
diese Fassung für diese Vorlesungen, die sich nur mit Gleich- 
gewichtsfällen befassen wollen, gar keine Einschränkung gegen 
die Fassimg mittels der Energie. In der mit dieser dritten 
Form eingeführten Bedingimg, dass die Temperatur konstant 
sei, liegt aber ein Vorteil gegenüber der firüheren Bedingung, 
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dass die Entropie konstant sein müsse. Denn während letz- 
tere Bedingung nur Bezug hat auf die totale Entropie der 
ganzen Masse, setzt die Bedingung T=^ C etwas fest, für 
jeden Teil derselben besonders genommen. Es wird dadurch 
die Zahl der unabhängigen Variabein um eine vermindert. 
Das macht, dass wir jetzt die Gleichgewichtserscheinungen 
statt aus einer f , >f, v-Fläche aus einer ^, v-Kurve ableiten 
können» so wie wir dies schon früher (§ 32) taten. Besonders 
aber wird sich dieser Unterschied bemerkbar machen, wenn 
Mor Gleichgewichtszustände an Systemen aus zwei Stoffen 
untersuchen wollen. Zu den drei bis jetzt besprochenen unabhän- 
grigen Variabein, tritt dann noch eine neue hinzu : die Zusam- 
mensetzung (x) unseres Körpers; wir können dann mittels 
der freien Energie alle Gleichgewichtszustände an einer 
Tf/, Xt 9-Fläche darstellen, während wir, um das Gleichgewichts- 
prinzip in seiner ersten oder zweiten Form anzuwenden, 
die Abhängigkeit von vier Variabein : e^yi.v und x zu betrach- 
ten haben, also auf geometrische Konstruktion im drei- 
dimensionalen Räume verzichten müssen. Besonders also für 
solche Gemische wird diese dritte Form hervortreten. Aber 
auch abgesehen von dieser Abnahme der Zahl der Variabein 
wird, wie wir in kurzem sehen werden, die Beding^ung 
r= C viel bequemere Rechnungen ergeben als die Bedin- 
gung >y = C, und wir werden also auch für Stoffe aus 
einer Komponente die dritte Form mit Vorteil gegenüber 
den beiden ersteren verwenden können. 

§ 46. Vierte und fünfte Form des Gleichgewichtsprinzips, 

Lag in der dritten Form, wenigstens wenn wir dieselbe 
auf Gleichgewichtszustände anwenden wollen, noch keine 
Einschränkung, so ist dies wohl der Fall bei der vierten Form, 
wozu wir jetzt übergehen. Diese lautet: Bei gegebener 
Temperatur und gegebenem Drucke ist für das Gleichgewicht 
einer gegebenen Masse Stoff notwendig imd hinreichend» 
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dass für alle mit den Bedingungen verträglichen Änderungen 
die Funktion ? stationär sei ; für stabiles Gleichgewicht muss 
sie minimal sein. 

Dass diese Form die drei bisher genannten ersetzen kann, 
zeigt sich wieder auf ganz dieselbe Weise wie soeben ; doch 
gilt diese Ersetzbarkeit, wie ich schon sagte, nicht für alle 
Fälle. Denn für die Anwendbarkeit dieses Satzes ist nötig, dass 
der Druck in dem betrachteten System überall gleich gross 
sei. Nim gilt dies aber nur, wenn wir absehen von äusseren 
Kräften, wie z. B. der Gravitation, und auch von den 
Kapillarkräften, wie wir später sehen werden; strenggenom- 
men also in keinem wirklich bestehenden Systeme. Wir 
werden diese Form also nur anwenden können, wenn wir 
von solchen Einflüssen absehen wollen. Dann freilich ver- 
einfacht sie, — indem sie, statt der Bedingimg Zf = C, welche 
nur von der ganzen Masse totaliter betrachtet gilt, setzt/ = C, 
also eine Eigenschaft, die in jedem Punkte erfüllt sein muss — , 
die Anwendung des Gleichgfewichtsprinzips noch weiter. 
Für die Anwendung auf Systeme aus einer Komponente 
bleibt dann nur eine Variabele übrig, 
und sogar, — da für gegebenen 
Druck oberhalb pt und unterhalb 
pi (Fig. 52) nur ein Wert von f 
möglich ist für eine Kombination 
von Phasen, von denen jede, für sich 
betrachtet, im Gleichgewicht ist — 
p. CO gar keine Variabele, wenn der Druck 

nicht innerhalb des Gebietes pi — /, 
liegt. Nur für Drucke zwischen px und p^ ist für gegebenen 
Druck mehr als ein Wert von ? möglich, nämlich alle, die 
innerhalb des schrafiierten Grebietes liegen \ 




') Es ist selbstverständlich, dass die Bedingung „für gegebenen Druck" hin- 
zugehört, denn wenn nicht übendl derselbe Druck su herrschen braucht, sind 
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Ebenso hat man bei binären Gremischen, die nicht unter 
dem Einflüsse äusserer Kräfte stehen, unter Anwendung 
der ^-Funktion nur mit zwei Variabein zu rechnen statt mit 
dreien, wie bei der tp-Funktion, oder mit vieren, wie bei 
der Energie (resp. der Entropie). Doch liefert dies keine 
Vorteile auf, die aufwiegen können gegen den Nachteil, 
dass die ^-Funktion mathematisch viel verwickelter darstellbar 
ist als die freie Energie — , was sich schon zu erkennen gibt 
an dem viel verwickeiteren Charakter der ^-Kurven, ver- 
glichen mit den ^//-Kurven — , dass die freie Energie einer 
homogenen Phase fiir gegebenes Volumen eindeutig bestimmt 
ist, während dies nicht gilt fiir die ^-Funktion bei gegebe- 
nem Drucke, und andere Nachteile, auf welche wir bei der 
Behandlung der binären Gemische ausführlich zurückkommen 
werden. Für binäre Gemische werden wir also der ;^-Funktion 
den Vorzug geben. 

Gehen wir dagegen zu temären Gemischen über, so werden 
die Vorteile, die der Gebrauch des Prinzips in seiner vierten 
Form mit sich führt, überwiegend. Denn es können dann 



natOrlich auch für eine Kombination von Phasen, die alle, für sich betrachtet, 
im Gleichgewichte sind, sehr viele 
Werte von ( ausserhalb des schraf- 
fierten Gebietes möglich (nämlich alle 
in dem Gebiet nach oben begrenzt 
durch die Verbindongslinie AB 
(Flg. 53), der Tangente ^ C aus ^ 
an den Dampliut, und der Tangente 
BD aus B an den Flüssigkeitsast 
gezogen). Es folgt daraus, dass ein 
Wert (a (Fig. 52) im horizontal 
schraffierten Gebiete für die Anwen- 
dung des Prinzips auch nur betrachtet 

werden darf als entstanden durch die Fig. 58. 

Zusammenfügung von Phasen A mit 
Phasen B und C, nicht etwa durch die von Phasen D mit E, 
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die drei Veränderlichen (^ und die beiden Konzentrationen) 
in ihrer gegenseitigen Abhängigkeit dargestellt werden durch 
ein Gebilde im dreidimensionalen Räume, was für die Ver- 
änderlichen, die man bei Anwendung der freien Energie 
erhält (vp, v und die beiden Konzentrationen) nicht möglich 
ist Für temäre Gremische werden wir uns also am liebsten 
dieser Form des Prinzips bedienen. 

Es liesse sich schlieslich noch auf dieselbe Weise wie bei 
der dritten und vierten Form, eine fünfte Fassung des Prinzips 
aufstellen mittels der Funktion x^ die dann lauten müsste : Bei 
gegebener Entropie und gegebenem Drucke ist die Fimktion 
X ftir eine gegebene Masse stationär filr alle mit den Bedin* 
gungen verträglichen Änderungen ; für stabiles Gleichgewicht 
ist sie minimal. Jedoch wird diese Fassung praktisch wohl 
nie zur Anwendung kommen. Denn sie zeig^ dieselben 
Nachteile wie die vierte Form: Sie ist nicht anwendbar auf 
Systeme, auf welche äussere Kräfte wirken, die Funktion x 
hat denselben verwickelten mathematischen Charakter wie 
die 2^-Funktion, sie ist, wie diese, nicht eindeutig bestimmt 
für gegebenen Druck. Dagegen hat sie wegen der Bedingung 
)f = C nicht den Vorteil der vierten Form, dass man mit 
einer Variabein weniger auskommen kann als bei der dritten 
Form. Wir werden uns also auch nirgends veranlasst finden, 
diese Form für die Berechnung des Gleichgewichts in Anwen- 
dung zu bringen, wenn sie auch, rein theoretisch gesprochen, 
imter denselben Einschränkungen, die für die vierte Form 
gelten, fQr die Bestimmimg des Gleichgewichts mit den 
andern Formen gleichwertig ist 



Kapitel m. 

Anwendungen des Gleichgewichtsprinzips auf 
das heterogene Gebiet und auf die Disso- 
ziation eines Stoffes. 



§ 47. Die kinetische Bedeutung des thermodynamischen 

Potentials, 

Die erste der Anwendungen unseres Prinzips, zu welchen 
wir jetzt übergehen, soll weniger dazu dienen uns wesentlich 
Neues zu lehren über das betrachtete System, als über eine 
der in unseren Betrachtungen vorkommenden Grössen: das 
thermodynamische Potential. Wir denken uns zwei Phasen ; 
^it *it 'fi» bezeichne resp. das spez. Volumen, die spez. Energie 
imd die spez. Entropie der ersten Phase, von welcher 1 — x 
Mol vorhanden seien ; dieselben Grrössen für die zweite Phawe, 
deren Menge x Mol sei, wollen wir mit zf«, fj, v^i bezeichnen. 
Es muss dann nach unserem Prinzip: 

5 = (1 — ^) f I + XB^, 

ein Minimum sein, unter den Bedingungen, dass: 

Jf = (1 — AT) )fi + Xyii = Ci 
zr = (1 — x)Vx-\' xv% = Ct. 

Nun ist es ein allgemeiner Satz der Differentialrechnung'), 
dass man, um einen stationären Punkt zu finden für eine 
Funktion q> {xyi) = 0, unter den Bedingungen /i {xyi) = C^ 
/i{xyz) = Ctf etc., sich von diesen Bedingimgen befireien kann, 

') Vgl. z. B. £. CzuBER, „Vorlesungen über Differential- und Integrml- 
redmong." 2« Aufl. Bd I, S. 317- 329. 
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indem man die stationären Punkte sucht für die Funktion : 

9 {xyz) + Ai/ (xyz) + A,/ {xyz) + etc., 
wobei Ai, Aj etc. näher zu bestimmende Konstanten sind. 
Wir haben also hier solche Werte für die Variabein 
■^1 f I, f ii «'ii ^i. 'f«» ^i zu suchen, dass : 

e + ^l^ + ^lV, 

stationär wird, oder: 

d(€ 4- Aj If + Ai Zf) = 0. 
Mit Rücksicht auf die Werte für e,^ und v liefert diese 
Gleichung : 

flfe = dx{{€i — £,) 4- Ai(>fj ■— Ifi) 4- Ai (Zf, — Vi)] + 

+ {l'-x){(üi-\'Xidni + ^dvi\ + x{d€t + \id>ii + ?^dVi] = 0. 
Nun sind hier dsi, dvi und ^)fi, nicht unabhängig von ein- 
ander, denn: 

*,=.., ^r,+{7-,[(|f)^]-A)* 

in welchen Gleichungen Vi und Ti unabhängige Variabele 
sind. Führen wir diese Werte in die Gleichung für de ein, so 
wird der Faktor von (1 — x) : 

(,,+^)..,+^,{.,p)j-,.+.p)j+^). 

Da d€ = sein muss für alle Werte von dx, dT^, dvu dTt, dVf, 
muss dies auch der Fall sein, wenn die letzteren bis auf 
dTx Null sind. Daraus folgt die Bedingung: 

oder: 

Ai = - 7-1. 

Setzen wir dies ein in den Faktor von dvu so erhalten wir 
auf demselben Wege : 

und ebenso folgt aus dem Faktor von x in der Gleichung für ^: 




^ 



BW ^ 
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Aj = — 7i A,=/,. 
Da Ai und A^ Konstanten sind laut Definition, ist: 

Denken wir uns also als Scheidewand zwischen beiden 
Phasen einen Kolben, der für Wärme völlig durchlässig ist, 
und der sich ohne Reibung bewegt, der aber für die Mole- 
küle des Stoffes undurchlässig ist, dann sind die Änderungen 
dvi^ dVf, dTi und dT% mögliche Änderungen; eine Änderung 
dx ist dann aber nicht möglich, und wir haben dx in der 
o]t>igen Gleichung Null zu setzen. Durch die Gleichheit von 
T und / ist also jetzt allen Beding^ungen des Gleichgewichtes 
genüg^. Haben wir also z. B. auf die 
beschriebene Weise übersättigften 
Dampf A' (Fig. 54) neben kompri- 
mierter Flüssigkeit A , oder überhitzte 
Flüssigkeit B neben überhitztem 
Dampf ffy so wird Gleichgewicht 
bestehen. Nehmen wir die Scheide- 
wand weg, dann ist das Gleichge- Fig. 54. 
wicht gestört, weil dann Moleküle 

aus der ersten Phase in die zweite gelangen können, oder 
umgekehrt, und die Zahlen für den Übergang von A nach 
A', resp. B nach B' nicht gleich denen sind ftlr den Übergang 
A' nach A^ resp. B nach B, Das Gleichgewicht wird erst 
wieder hergestellt sein, wenn beide Phasen sich so geändert 
haben, dass gerade so viele Moleküle aus der ersten in die 
zweite übergehen, wie aus der zweiten in die erste. Was 
bedeutet nun aber in der Ausdrucksweise der Thermodynamik 
diese Beding^ung? Es wird, wenn wir die Scheidewand auf- 
heben, jetzt auch dx eine mögliche Änderung; es muss 
also auch der Faktor von dx Null sein, und dies ergibt mit 
Rücksicht auf K = — T und >^=p\ 

^1 — TVi +^, = ^2 — Tyi2 +pvi, 
oder da 5i, >fi, Vi, f*, »fa» ^a spez. Grössen sind, und in dem jetzt 
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betrachteten einfachen Falle das thermodynamische Potential 
gleich der spez. ^-Funktion ist: 

A*i = A^. 
Die Bedingung, dciss das thermodynamische Potential in 
beiden Phasen gleich sei, bedeutet also nichts anderes, als 
dass gerade so viel Moleküle aus der ersten Phase in die 
zweite übergehen, wie aus der zweiten in die erste. Und 
dies ist nicht nur der Fall unter den jetzt betrachteten ein- 
fachen Verhältnissen. Stellt man auch in verwickeiteren 
Fällen rein kinetisch die Bedingung auf, dass gerade so viele 
Moleküle eines Stoffes, der in zwei Phasen vorkommt, von 
der einen in die andere übergehen wie umgekehrt, so erhält 
man immer dieselbe Bedingung, wie wenn man thermo- 
dynamisch die Bedingung auüstellt, dass das thermodyna- 
mische Potential dieses Stoffes in beiden Phaaen gleichst 
Es folgt daraus, dass die Bedingung der Gleichheit des 
thermodynamischen Potentials eben nichts anderes ist als 
der thermodynamische Ausdruck für jene Bedingung über 
die Bewegung der Moleküle von einer Phase zur andern, 
die sich kinetisch sofort einsehen lässt. Während aber in 
komplizierten, ja sogar schon in einfachen Fällen diese Bedin- 
gung sich auf kinetischem Wege nur schwer in Formeln 
bringen lässt, lässt sich, wie wir in den folgenden Anwen- 
dungen sehen werden, der thermodynamische Ausdruck (Qr 
diese Bedingung leicht finden, wenn nur die Zustandsglei- 
chung des Systems bekannt ist, mittels der festgestellten 
Beziehungen zwischen dem thermodynamischen Potentiale 
und den unabhängigen Variabein v und T. Wie diese Bedin- 
gung sich gestaltet für ein System aus einer Komponente 
und die Koexistenz Dampf-Flüssigkeit, haben wir schon oben 
gefunden ; sie lässt sich dann angeben mittels der Ma&well- 
schen Regel ; später *) werden wir sehen, wie der Ausdruck 



*) Im zweiten Teile dieses Baches. 
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sich ändert für die komplizierteren Verhältnisse bei Ge- 
mischen. 

§ 46. Der Wert van Energie und Entropie für ein 
dissoziierendes Gas, 

Vorläufig halten wr uns jedoch noch an Systeme, aus 
einem StoflFe bestehend, doch wollen wir insoweit abweichen 
von den bis jetzt behandelten Anwendungen, dass wir Dis- 
soziation annehmen. Und zwar wollen wir vorläufig nur den 
allereinfachsten Fall der Dissoziation betrachten, nämlich den 
eines Gases, das so verdünnt ist, dass die Glieder mit a 
und b in der Zustandsgieichung vernachlässigt werden können, 
und dessen Moleküle sich teilweise spalten in zwei gleiche 
Teile. Also z. B.: den Fall von N%0^ bei geringen Drucken. 
Das Molekulargewicht der Einzelmoleküle sei M^ das der 
Doppelmoleküle il/a. Es seien Af, Gr. des StoflFes vorhanden, 

wovon Mx (1 — oi) Gr. als Einzelmoleküle und M^ — Gr. als 

2 

Doppelmoleküle. Die Zahl der Moleküle, die proportional ist 

X 

mit (1 — •^) + -H~> kann natürlich nicht konstant sein. Da nach 
2 

unserer Annahme alle Glieder mit a und b fortfallen, wird 
in der Energie das Glied mit — fehlen, das auf der Anzieh- 
ung der Moleküle beruht; wir dürfen deshalb annehmen, 
dass auch die Energie wegen der gegenseitigen Anziehung 
der Einzel- und Doppelmoleküle verschwindend klein sein 
wird, und daher die Energie so gross ist, als ob jede Art für 
sich in dem betrachteten Räume anwesend wäre. Diese 
Energie ist also: 

i = M,^^-x){,\c,^JT^E,)^M^^^c^dT^Eii. 

Ex und Et sind dabei die bekannten Konstanten, die in 
jedem Ausdrucke für eine Energiemenge auftreten. Nun haben 
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wir uns bis jetzt sehr wenig um diese Konstanten geküm- 
mert; wir konnten sie, als ohne Einfluss auf das Resultat, 
ganz weglassen. Das ist aber hier nicht der Fall, imd es lieg^ 
auf der Hand, weshalb dies nicht so ist. Physische Vor- 
gänge sind niemals abhängig von absoluten Energiewerten, 
sondern immer nur von Energiedifferenzen, die mit diesen 
Vorgängen verbunden sind. Haben wir nun zwei Stoffe, 
z. B. Sauerstoff und Wasserstoff, deren Energien gegeben 
seien durch: 

ay = F,{v,T)+C, und e^ = F^(v, T)+ C^, 
so wird nur die Form der Funktionen F^ und F^ von Bedeu- 
timg sein, nicht aber der Wert von Q und C^ denn diese 
Konstanten treten auf keine Weise in den Energiedifferenzen 
auf, die irgend eine mögliche Änderung begleiten. Würden 
wir jedoch bei so hoher Temperatur arbeiten, dass sich aus 
diesen Stoffen ein dritter, Wasser, bilden könnte, dessen 
Energie (wie die der beiden andern, pro Mol): 

wäre, so würde die Energfiedifferenz, die diesen Vorg^ang 
begleitet : 

l^s = F,{v,T)+C, + 2{F^[v,T)+C^)-2{F,{v,T)•\^C^\ 
sein, und es ist klar, dass auf diese Energiedifferenz, 
somit auch auf den Vorgang selbst und das eintretende 
Gleichgewicht, zwar nicht der absolute Wert der drei Kon- 
stanten selbst, wohl aber ihre Differenz: 

c, + 2c; — 2C3 

Einfluss hat. 

Ebenso ist zu erwarten, dass in imserem Falle, wenn zwei 
Einzelmoleküle, wovon jedes die Energie J/, (/^«, dT-\'E^ 
hat, übergehen in ein Doppelmolekül mit der Energie 
Midc^^dT+Ei), zwar nicht der absolute Wert der Kon- 
stanten Ei und Eg, wohl aber ihre Differenz: 
2 MiEi — MA = ^« (£1 — Ä) 
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auf das Gleichgewicht Einfluss haben wird, und es wird 
sich herausstellen» dass es sogar diese Differenz ist, die das 
Gleichgewicht beherrscht. *) 

Wir haben jetzt noch den Ausdruck für ly zu bilden. So 
wie wir oben angenommen haben, dass es keine gegenseitig« 
Energie der Einzel- und Doppelmoleküle gibt, wollen wir 
jetzt annehmen, dass es im verdünnten Gaszustande auch 
keine gegenseitige Entropie gibt ^. Da nun die Entropie 
der Masseneinheit ist : 

wo V das spez. Volumen bedeutet, wird die Entropie der 

(1 — x) Einzelmoleküle, deren spez. Volimien = .^ ,^ r- : 

' ^ Mi(l — x) 

und ebenso die totale Entropie der — Doppelmoleküle: 



^=^4 



Jit log — ^ + [^ dT-\- H, 
also die totale Entropie der ganzen Masse: 



') Wir kommen bei der Theorie der binären Gemische noch näher auf diesen 
Umstand zorück. Auch dort tritt (wie oben in der Gleichung für e, S. 159) in 
dem Werte für die Energie eine lineare Funktion der Zusammensetzung auf, und 
es wird dort vielleicht noch deutlicher als hier aufgeklärt werden können, weshalb 
diese lineare Funktion völlig ohne Einfluss ist, wenn die MolekOlarten, die das 
Gemisdi bilden, vollständig unabhängige Gebilde sind, während dagegen diese 
Funktion (oder wenigstens der Teil derselben, der von der Zusammensetzung 
abhängig ist, hier x (Ei — E%)), von überwiegendem Einflüsse ist, wenn irgend 
welche Transformationen zwischen diesen Molekülen auftreten können. 

*) Wir werden später ausftlhrlich auf diese Annahme, ihre Berechtigung und 
ihre Konsequenzen zurückkommen, wenn wir die binären Gemische behandeln, 
bei welchen sich diese Konsequenzen erst im rechten Lichte betrachten lassen. 

11 
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,=^,(1— ){/i^^r4-ie.%^(j^+^.j + 



4-^.f 






M.~ 



Aus demselben Grunde wie soeben die Konstanten E^ 
dürfen wir jetzt die Konstanten H nicht aus dem Ausdrucke 
für die Entropie fortlassen. 

§ 49. Die Gleichgewichts gleichung. 

Da mm die Werte von b und >f bekannt sind, können wir 
unser Gleichgewichtsprinzip anwenden, und zwar, da wir von 
äusseren Kräften etc. absehen wollen, in jeder Form desselben. 
Es zeigft sich jetzt aber sofort, welche grossen Vorzüge die 
freie Energie besitzt. Wollten wir z. B. die erste oder die 
zweite Form benutzen, so müssten wir, wegen der Bedingung 
f = C (resp. >f = C), 7" eliminieren zwischen unseren Gleichim- 
gen für b und )f , um in der so erhaltenen Gleichung 9{f , )f , zf) = 
zwei der Variabein konstant zu halten. Für die Anwendung . 
der vierten Form müssten wir v aus / =/"(«', x, T) auflösen 
und in f substituieren. Diese Auflösung lässt sich jedoch im 
allgemeinen nicht ausführen, und wir müssten also das Dif- 
ferenzieren unter den richtigen Bedingungen auf einem 
Umwege bewirken. Für die Anwendung der dritten Form 
haben wir dagegen nur den Ausdruck £ — 7>y zu bilden 
und die Bedingung zu suchen, dass dieser bei konstantem v 
und T minimal wird. Da in diesem Ausdrucke dann nur x 
variabel ist, erhalten wir als einzige Bedingung: 

\dx)v. T \dx)v, T ^ \bx)v, T "' 
Nun ist nach der Gleichung für t, S. 159: 

i^v, 7-= ^' (^"•«. dT+E^-jc,^^ dT- E,), 
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was wir schreiben wollen: 

wo also E die Energie vorstellt, die wir zuführen müssten, 
wenn wir in einem bestimmten und zwar sehr grossen 
Volumen 1 Gr. unseres Stoffes hätten, lauter in der Form 
von Doppelmolekülen, und mm dieselben bei konstantem 
Volumen alle in Einzelmolekülc verwandeln würden. 
Nach der obigen Gleichung für >f ist weiter: 

-T{^^.^=MRT{^log{l-x)-\^-\logx + ^) + 

wo wir, analog mit jB, für: 

/dT f dT 

schreiben wollen H, Diese GrrOsse hat jedoch nicht eine so 
einfache physische Bedeutung wie E^ denn in der Entropie- 
änderung bei dem oben beschriebenen Vorgange tritt ausser 

V 

H noch 4 MR log tf auf. 
Ml 

Es gilt also für das Gleichgewicht die Gleichung: 



RtT 



log 



= E—TH, 



1 — x 
oder, wenn wir bedenken dass Jii=2Jit: 

V 

Wir haben hier also den Dissoziationsgrad x als Funktion 
von Volumen und Temperatur erhalten. 

Bevor wir diese Gleichung weiter besprechen, wollen wir 
uns erst noch geometrisch veranschaulichen, auf welche Weise 
wir sie ableiteten. Mit den gegebenen Werten von e und ^ 
können wir uns eine f , if, z^-Fläche oder eine t//, v, T'-Fläche 
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konstruieren, oder vielmehr ein System solcher Flächen, denn 
für jeden Wert von x erhalten wir eine Fläche. Nun sind 
zwei Fälle möglich. Entweder zwei auf einander folgende 
Flächen aus diesem System durchschneiden sich, oder sie 
liegen ganz ausserhalb einander. Im letzteren Falle wird 
also die eine ganz unterhalb der andern liegen, und die 
allerunterste Fläche wird diejenige sein für ^ = oder 
^ = 1. Es werden in einem solchen Moleküls3rstem also nur 
Einzel- oder Doppelmoleküle vorkommen. Im entgegengesetz- 
ten Falle wird das ganze System eine Enveloppe haben, die sich 
zusammensetzt aus den Durchschnitten je zweier auf einander 
folgender Flächen. Diese Enveloppe wird für einen bestimm- 
ten Wert von v und T immer den kleinsten Wert g^ben, 
den ^ haben kann; auf ihr liegen also die Punkte, die die 
wirklich eintretenden Gleichgewichtszustände darstellen. Da 
zu jedem Punkte dieser Enveloppe ein bestimmter Wert 
von X gehört (nämlich derjenige der t//, v, T'-Fläche, welche 
hier die Enveloppe berührt), ist auch dieser gegeben. Nun 
wird die Enveloppe eines Systems z^=z/{Xjy, a), wo a einen 
veränderlichen Parameter bedeutet, erhalten durch Elimination 
von a aus dieser Gleichung und: 

und dies ist gerade das, was wir oben getan haben. 

In diesen Betrachtungen liegt schon implizite die Antwort 
auf eine Frage, die ich selbst früher verkehrt gelöst habe, 
nämlich ob Dissoziation eines Stoffes sich kund g^ben muss 
durch Druckerhöhung bei der Verflüssigung. Ein Gemisch 
erkennt man bekanntlich am besten daran, dass es sich bei 
konstanter Temperatur nur unter Druckerhöhung verflüs- 
sigen, resp. bei konstantem Drucke nur unter Temperatur- 
erhöhung verdampfen lässt. Da nun der Dampf eines 
dissoziierenden Stoffes aus Doppel- neben Einzelmolekülen 
besteht, liegt es auf der Hand anzunehmen, dass er sich wie ein 
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(Gemisch verhält. Dies is aber nicht der Fall. Denn wir sahen, 
dass alle wirklich auftretenden Gleichgewichtszustände auf 
der umhüllenden \p, v, /"-Fläche liegen. Für eine bestimmte 
Temperatur haben wir also wieder eine ;p, «/-Kurve, die die 
Enveloppe des t^, t;-Kurvensystems für diese Temperatur ist. 
Die koexistierenden Phasen bei dieser Temperatur finden 
wir, indem wir eine Doppeltangente an diese Enveloppe legen, 
deren Neigung gegen die v- Achse den Druck darstellt. Dieser 
ist also für alle Punkte der Doppeltangente, d. h. für alle 
Mengenverhältnisse von Flüssigkeit und Dampf gleich gross. 

§ 50. Du Dichte eines dissoziierenden Gases, 

Doch kehren wir zu unserer Dissoziationsgleichung ziirück. 

Wir können aus der obigen Formel die Dichte eines 
dissoziierenden Gases als Funktion der Temperatur bestimmen. 
Da wir annehmen, dass die Glieder mit a und b zu ver- 
nachlässigen sind, wird die Zustandsgieichung: 

wodurch die Gleichgewichtsgleichung übergeht in: 

^^ p(\—xf ~ RtT i?,"""^- 
Nun sei die Dichte unseres Gases D, die Dichte dieses 
Grases, wenn gar keine Doppelmolekflle vorhanden wären, bei 
derselben Temperatur und demselben Drucke, Di '), dann ist: 

D _ 1 

2 
was sofort folg^ aus: 

Pv = R^t{i — ^ und pVi = RiT, 
*) Im Falle des Aift s. B. ist A abo, bezogen auf Lnft. ^^y-=1.59. 



166 
Es ist also: 



und: 



daher: 



R,T2D,{D-D,) _ E H 



Nennen wir nun die Konstante R für ein Normalg^, 
z. B. L\ift, R„, so ist: DiRi = R^, und fahren wir D, ein, die 
Dichte wenn alle Moleküle Doppelmolekflle wären, also 
Dt = 2Di, so erhalten wir: 

2R.T(D-Dr) _ E H 

^ p(Pi — Df ~ Rjr /?,''■ 

Um unsere Aufgabe völlig zu lösen, müssen wir die rechte 
Seite ganz in T ausdrücken; dazu ist es nötig, die in E 
und H auftretenden Integrale zu bestimmen, und dazu 
müssten wir c,, und c, in ihrer Abhängigkeit von der Tem- 
peratur kennen ; betrachten wir diese Grössen einen Augen- 
blick cds konstant, so werden die Integrale : c,^ T, c,^ T, 
c^ log T, c, log T; wir erhalten also eine Temperaturfunk- 
tion von der Gestalt: 

A^BlogT-C, 

wobei wir in B auch log T von der linken Seite, in C auch 
log2Rn unterbringen können. Es ist dann: 

E,-E, 



A = 



Rt 
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Nun ist (^p| — ^"a,)^ ^^ klein gegen A, wie sich zeigen 
wird ; GiBBS, der diese Formel zuerst au&tellte, vernachlässigt 
daher das zweite Glied gegen das erste und erhält: 

1 2{D-n,) _A 
^^^ {D^ — Df ~ T ^' 

oder in Briggischen Logarithmen für NOti 

, 2(D — D,) , ^ . 3118.6 ^,ni^na 

log 10 (X)^_x)f = log lo/ H j. 9.47056, 

wo die Konstanten natürlich bestimmt sind aus zwei zusam- 
mengehörigen Werten von p und /?, die den Experimen- 
taldaten entnommen sind. 

Die Formel ergibt eine sehr gute Übereinstimmung mit 
den experimentellen Daten, nur in der Nähe von ;»; = und 
;r = 1 sind die Abweichimgen grösser, was sich leicht erklärt 
aus der überall angenommenen Gültigkeit des Mariotteschen 
Gesetzes; denn die durch Dissoziation hervorgerufenen Ab- 
weichungen von den einfachen Gasgesetzen sind bei sehr 
geringer oder sehr grosser Dissoziation von derselben Ordnung 
wie die Abweichungen, die von den Gliedern mit a und b 
in der Zustandsgieichung herrühren. 

Der Wert 3118.6 für die erste Konstante in der Gleichung 
mit Briggischen Logarithmen zeigt deutlich, dass wir das Glied 
mit B vernachlässigen durften. Um den Wert von A daraus 
zu finden, müssen wir wieder zu natürlichen Logarithmen 
übergehen, also mit 2,3025 . . . multiplizieren. Es ist also : 

MtRt 
und: 

MJ^E, — Et) = ± 16000 Kai. 

Dies ist also die Arbeit, die gegen die anziehenden Kräfte 
verrichtet werden muss, um ein Mol Doppelmoleküle in Ein- 
zelmoleküle zu spalten. Ein Vergleich mit molekularen Ver- 
dampfimgswärmen (dic^se ist für Wasser, wo sie einen 
aussergewöhnlich hohen Wert besitzt 18 X 600 = 10800 Kai.) 
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lehrt, dass die Wärme, nötig um alle Moleküle einer Flüssig- 
keit von einamder zu trennen und sie in den Gaszustand zu 
bringen, also um allen Molekülen das Maximum der poten- 
tiellen Energie zu geben, noch viel kleiner ist als die Wärme- 
menge, die nötig ist um die Anziehung zu überwinden, die 
die beiden Moleküle eines Doppelmoleküls, zusammenhält. Die 
Kjräfte, die diesen Zusammenhang der Moleküle bewirken, 
müssen daher wohl ganz anderer Art sein als die gewöhn- 
lichen Kohäsionskräfte. 

§ 51. Der Betrag der Dissoziation in gesättigten Dämpfen. 

Wir wollen jetzt noch einige Fragen über den Betrag 
der EMssoziation in den gesättigten Dämpfen beantworten. 
Wir gehen dazu zurück zu unserer früheren Gleichung in 
/, T und X. Durch Differentiation derselben erhalten wir: 



dT 






EdT 



^{i-^)(i-f) 

Während die übrigen Glieder gegen einander wegüsillen, auch 
wenn man in Rechnung zieht, dass in E und H Tempe- 
raturfunktionen auftreten. \-T-\-p wird also positiv, d. h. bei 
Druckerhöhung nimmt die Zahl der Doppelmoleküle zu; 
wenn die Transformationswärme E gross ist, ist (-vTn)^ 

negativ, die Zahl der Doppelmoleküle nimmt also durch 
Temperaturerhöhung bei konstantem Drucke ab. Für den 
gesättigten Dampf werden sich also diese beiden Tendenzen 
teilweise aufheben, und es ist die Frage, welche überwiegt 
Um dies zu entscheiden, schreiben wir die Gleichung in 
der Form: 



dx 



dT 



1 



^(l-^)(l-f) 



E T dp 
RtT'^ P 



dT 



1. 
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Nun ist auch in unserem Falle für den gesättigten Dampf: 
T dp _ T^ 
p dT~^ T' 

nur ist jetzt / nicht 7, sondern etwas grösser, imgefähr 8. 
Nun haben wir soeben gesehen, dass f[lr NOt A ungefähr 
8000 ist. Der Zahlenwert von E unterscheidet sich von A 
nur durch die Glieder f c^^dT — j c^^dT, ist also von 
derselben Grössenordnung. Die linke Seite ist also jedenfalls 
negativ; das heisst, dass im gesättigten Dampfe, so lange 
derselbe verdünnt ist, die Zahl der Doppelmoleküle abnimmt, 
wenn wir, von der Seite der grossen Volumina kommend, 
die Grenzkurve entlang fortschreiten. Es besteht also ein 
Minimum der Dissoziation auf der Grenzkiurve, denn auf dem 
Flüssigkeitsaste ninrnit selbstverständlich die Zahl der Doppel- 
moleküle zu bei fallender Temperatur, da die relativ geringe 
Druckänderung hier nicht in Betracht kommt. Um zu finden, 
wo dies Minimiun liegt, müssen wir erst die Gleichung ftlr 
den Zusammenhang von dx und ^Z aufstellen auch für nicht 
verdünnte Dämpfe, oder Flüssigkeiten. Wir tun dies auf 
folgendem Wege. Nach dem Gleichgewichtsprinzip ist: 



(; 



dxjv.T "' 



somit: 



oder: 



Nun können wir die Gleichung: 



auch schreiben: 



\dx)v, T \dx)v, 
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Das dritte Glied von (1) lässt sich daraus berechnen. 
Freilich dürfen wir aber für e jetzt nicht ohne weiteres den 
Wert von S. 159 substituieren, denn dort wurden die Volum- 
energien, d. h. die potentiellen Energien derDoppelmolekOle 
und Einzelmoleküle, soweit diese vom Volumen abhängen, ver- 
nachlässigt, weil wir uns auf verdünnte Dämpfe beschränken 
wollten. Nun wird aber diese Energie auf den Wert des 

Di£Ferentialquotienten ( -7- ) y. auch im jetzigen Falle geringen 

da 
Einfluss haben, denn sie tritt darin in der Form -j- auf. 

ax 

Es ist aber nicht sehr wahrscheinlich, dass die Anziehungs- 
kraft der Doppelmoleküle aufeinander in ganz anderer Weise 
wirkt, als die der Einzelmoleküle (wir sahen schon oben, 
dass die eigentliche Assoziationskraft als von ganz anderer 
Ordnung gedacht werden muss als die Kohäsionskraft, über 

da 
die wir jetzt reden); wahrscheinlich wird also ^ den Wert 

Null oder einen sehr kleinen Wert haben, jedenfalls aber wird 
die daraus resultierende Energiedifferenz verschwinden gegen 

\dx)v, 
auch jetzt — ME. 

Um das zweite Glied unserer Gleichung : ( ^ ) y z^ bestim- 
men, müssen wir die Zustandsgieichung: 

differenzieren. In Übereinstimmung mit dem soeben Cresagten 
nehmen wir dabei a und b unabhängig von x. Es ist dann: 

ldp\ MxRxT M^RjT 

\dx)v,T 2{v—b) (v — b)' 



die Transformationswärme K Für Itt-i ^ erhalten wir also 
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Wir haben jetzt noch den Wert von (-^^) y, zu bestim- 
men; wegen: 

wird dieser Ausdruck — 7'(-=-ri ^. Auch den Wert von 

\dxr /vT 

>! werden wir nach unseren obigen Betrachtungen nur in so 

weit zu ändern haben, dass v durch v — 6 ersetzt wird. Auf 

den zweiten DifiFerentialquotienten ist dies jedoch ohne Ein- 

fluss. Wir erhalten also, aus der Gleichung für if, S. 162 : 

Setzen wir diese Werte in die Gleichung ein, so erhalten wir : 
T(l + x) ..T,,E.^^ 



x(l — x) ^v—b ^ RtT 
'^^^- (l+AT) ^dx _ E T dv 



x(l — x)dT~ R^T v — bdT' 
Nun haben wir firüher bei der Besprechung der spez. Wärme 

längs der Grenzkurve ausfilhrlich die Grösse 1 -y^^ 

® V — dT 

für den Dampfast diskutiert*). Wir haben gesehen, dass 

dieselbe für 7^=0 unendlich ist, bis zu einem Minimum 

sinkt, um bei 7^= 7i wieder imendlich zu werden. Das erste 

Glied rechts dagegen wird von 7^= 0, wo es unendlich ist, 

immer abnehmen, da der Nenner zunimmt; die Änderung 

des Zählers kommt kaum in Betracht, da die veränderlichen 

Glieder /^^j dT — / ^»o ^2^i sehr klein sind gegen den kon- 

dx 
stauten Teil Ä\ — ^. Es muss also notwendig --pf vor dem 

kritischen Punkte Null werden imd positiv bleiben bis zum 

dv 
kritischen Punkte. Jenseits dieses Punktes ist -^=r positiv; 

') S. 70. 
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dx 
auf dem Flüssigkeitsaste ist -j=: also immer negativ. Grehen 

wir also diesen Ast entlang vom kritischen Punkte aus, so 
nimmt x hier immer zu, da T abnimmt. 

§ 52. Kurven ßir konstanten Dtssoziationsgrad. 

Die Übereinstinunung zwischen dem jetzt behandelten 
Problem und dem früher betrachteten über die spezifische 
Wärme entlang der Grenzkurve tritt deutlich zu Tage, wenn 
wir in einem Diagramm die Grenzkurve und Kurven filr kon- 
stantes X zeichnen. Kommen wir auf der Grrenzkurve von der 
Flüssigkeitsseite her, so schneiden wir Kurven x =/{«^, T)^=C 
mit immer kleinerem Werte von Cbis wir zu einem Minimum 
gelangen, das jenseits des kritischen Punktes liegt (Fig. 56^. 
In diesem Minimum muss die 
Grenzkurve die Kurve ^ = C 
berühren. Gehen wir die Grenz- 
kurve weiter entlang, so schnei- 
den wirjetzt dieselben Kurven 
jr = C* zum zweiten Male. In 
so weit jedoch erhalten wir 

einen Unterschied mit unserer ^. ^^- 

Fig. 561. 
früheren Figur, dass hier keine 

innere Berührung von Grenzkurve und Kurve ^= C statt- 
findet. Die Kurve jt = C, die einmal ins homogene Grebiet 
getreten ist, bleibt darin. Es ergibt sich das am leichtesten, 
wenn wir in die fiühere Gleichung*) E>/T^ einführen. 
Nur wenn {/—\)T^<.A <:/7;, könnte der Fall eintreten, 
dass eine Kurve jt = C, die aus dem heterogenen Gebiete 
herausgetreten ist, wieder in dasselbe eintritt, da in diesem 
Falle das Zeichen der rechten Seite beeinflusst wird durch 
das Glied — 1. Aber es ist nicht wahrscheinlich, dass dieser 

*) S. 168. 
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Fall jemals gefunden werden wird. Auch der zweite Haupt- 
fall: E kleiner als (/ — 1) 7i, ist bis jetzt nicht mit Grewissheit 
festgestellt worden, aber er ist wichtig, weil die Mög- 
lichkeit nicht ausgeschlossen ist, dass genaueres Studium der 
Zustandsgieichung lehren würde, dass alle Stoffe hierher 
gehören, dass alle nämlich in einer gewissen Weise asso- 
ziieren. Ich kann auf die Grründe dafür hier nicht eingehen, 
will aber die Konsequenzen ziehen, die sich aus einem so 
kleinen Werte von E für den Wert von x im gesättig^n 
Dampfe ergeben würden. Es folgt dann aus unseren beiden 
Gleichungen, S. 168 und 171, dass x immer zunimmt, auf 
der Damp&eite bis zum kri- 
tischen Punkte, und von dort 
auf dem Flüssigkeitsaste bis 
zum absoluten Nullpunkte. 
Wir erhalten also die neben- 
stehende Figur (Fig. 56^). 
(Vgl. 231 und 23n). Eine 
deutliche Übersicht über die 
Differenz beider Fälle erhält 
man, wenn man den Disso- 
ziationsgrad längs der Grenzkurve als Funktion der Temperatur 
aufträgt Im ersten Falle fängt der Dampf mit x = l, also 




Fig. 56". 





Fig. 57. Fig. 58. 

mit lauter Doppelmolekülen an, x sinkt, um dann wieder bis 
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1 zu steigen. Im zweiten Falle steigt x fortwährend. In beiden 

Fällen muss sowohl für den Dampf als f[lr die Flüssigkeit 

dx 
-TTp unendlich werden für T=iO. Wir erhalten also die 

beiden obenstehenden Figuren 57 und 58. Das Temperatur- 
maximum dieser Figuren liegt natürlich bei der kritischen 
Temperatur. 

§ 53. Die allgemeine Dissaziationsisotherme. Kinetische 
Bedeutung derselben. 

Integrieren wir die oben erhaltene DifiPerentialgleichung, 
so erhalten wir, da: 

"^ dx =^ d log 



- x(v — b) .._ 

die allgemeine Dissoziationsisotherme auch für nicht- verdünnte 
Phasen. Es verdient Beachtung, dass eine Gleichung von 
dieser Form nicht nur in dem hier behandelten Falle auf- 
tritt, sondern überall wo ein Gleichgewicht besteht zwischen 
drei Arten von Teilen (Molekülen, Atomen, Ionen) in der 
Weise, dass ein Teilchen der einen Art entsteht aus je einem 
der beiden anüem. Das sogenannte elektrolytische Verdün- 
nungsgesetz von Ostwald ist nichts anderes als eine Anwen- 
dung dieser altbekannten Formel. Es lässt sich auch kinetisch 
leicht einsehen, weshalb eine Gleichung von dieser Form 
solche Gleichgewichte beherrscht. Es ist klar, dass das 
Gleichgewicht eingetreten ist, wenn in gewisser Zeit g^erade 
so viele Doppelmoleküle in Einzelmoleküle zerfallen, wie neue 
Doppelmoleküle sich bilden. Damit ein Doppelmolekül sich 
bildet, müssen sich zwei Einzelmoleküle begegnen. Berechnen 
wir also zuerst die Anzahl dieser Begegnungen. Der leid^ 
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teren Rechnung halber denken wir uns die EinzehnolekOle 
als Kugeln, deren Radius ö- sei. Wir wollen jetzt berechnen, 
wie viel Mal ein hervorgehobenes Einzelmolekül in einer 
kurzen Zeit dt mit andern Einzelmolekülen zusammenstösst. 
Es leuchtet ein, dass es für diese 2^ahl gleichgültig ist, ob alle 
Moleküle sich bewegen mit einer mittleren relativen Geschwin- 
digkeit s, oder ob sie alle ruhen bis auf dies eine, dieses 
dann aber sich bewegt mit dieser mittleren relativen Geschwin- 
digkeit. In der Zeit dt wird dann dies Molekül einen Weg 
zurücklegen sdt^ und da es einen Querschnitt tö-* hat, einen 
Zylinder v^sdt durchstreichen. Da es nun in dem Voliuneu v 
N{\ — x) Einzelmoleküle gibt, die wir annehmen dürfen 
als gleichmässig über diesen Raum verteilt, so werden sich 
in dem Zylinder i^f^sdt\ 

v(^sdtN{\—x) 

V 

Einzelmoleküle befinden. Mit allen diesen wird das hervor- 
gehobene zusammenstossen. Ziehen wir nun der Reihe nach 
die andern N{\ — x) — 1 Moleküle in Betracht, so können 
wir, da 1 gegen N{1 — x) vernachlässigt werden dart fiir 
alle Zusammenstösse schreiben: 

irti^sdtNW—x)'' 
2v 

Bedenken wir aber, dass nicht der ganze Raum zf für die 
Bewegung frei ist, da die Moleküle selbst undurchdringbar 
sind, so erhalten wir för die Zusammenstösse: 

'TCf^sdtNW—xf 
2 {v - b) ' 

auf dieselbe Weise wie bei der Zustandsgieichung; ich gäie 
darauf deshalb hier nicht näher ein. 

Nun braucht durchaus nicht jeder Zusammenstoss zur 
Bildung eines Doppelmoleküls zu filhren ; es ist sogar wahr- 
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scheinlich, dass nur, wenn gewisse weitere Bedingungen 
erfüllt sind, über die wir bis jetzt jedoch noch sehr unbe- 
stimmte Vermutungen haben, die Doppelbildung eintritt. 
Wohl aber können wir annehmen, dass im Mittel ein 
bestimmter Prozentsatz aller Zusammenstösse zur Bildung 
führt. Es wird also die Anzahl der Doppelmoleküle, die 
sich bilden: 

^ 2{v—b) 

Die Anzahl der Doppelmoleküle, die in Einzelmoleküle 
auseinanderfallen, wird an erster Stelle der Anzahl der Dop- 

X 

pelmoleküle N— und der Zeit proportional sein, imd weiter 
ist sie von der Temperatur abhängig. Sie beträgt also: 

N^/{T)dt. 
Setzen wir beide Anzahlen gleich, so haben wir: 
k T<rs — ^^ r^ = x/lT), 

was nichts anderes ist als die obige Gleichung. Über die 
darin auftretende Temperaturfunktion liesse sich kinetisch 
noch näheres ableiten, wenn man bestimmte Annahmen 
machte über die Umstände, unter welchen ein Doppelmolekül 
auseinanderfällt oder sich bildet Würde man z. B. annehmen, 
dass die relative Geschwindigkeit der zwei konstituierenden 
Einzelmoleküle eine gewisse Grenze überschreiten muss 
(womit auch über den Koeffizienten k etwas ausgesagt ist, 
denn oberhalb dieser kritischen Geschwindigkeit würde keine 
Bildung mehr stattfinden), so würde man die Funktion 
erhalten, die wir oben thermodynamisch ableiteten. Auf diese 
Weise wäre vielleicht auch etwas näheres zu erfahren über 
die physikalische Bedeutung der Konstanten H, die wir oben 
einführten, und würden wir näheres erfahren können über die 
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Berechtigung der Annahme, die wir machten, dass nl. keine 
gegenseitige Entropie im verdünnten Graszustande besteht; 
doch wir wollen darauf hier nicht eingehen. 

Nur eine Bemerkung will ich mir noch erlauben, bevor 
wir zu einem andern Gegenstande übergehen. In seinem 
„Traite ^lementaire de m^canique chimique" sagt Duhem: 
«On a souvent reproche ä la th^orie de M. Horstmann et 
de M. J. Willard Gibbs de s'appuyer non seulement sur 
les principes de la thermodynamique, mais encore sur une 
proposition distincte de ces principes; ce reproche, on le 
voit, n'est nullement logique, ce que nous venons de dire 
montre, en effet, qu'aucune th^orie de la dissociation dans 
un m^lange gazeux ne saurait etre fond^ exclusivement 
sur les principes de la thermodynamique". Das Vorher- 
gehende bestätigt völlig diesen Ausspruch. Nicht ein Mal, 
sondern zwei Mal mussten wir uns im obigen berufen auf 
Sätze, über deren Wahrheit die Thermodynamik gar nichts 
aussagen kann. Erstens bei der Annahme, dcuss die Einzel- 
und Doppelmoleküle gemischt die Sunmie der Entropien 
haben, die jede Art für sich im gleichen Volumen besitzen 
würde. Zweitens, als wir eine Zustandsgieichung einführen 
mussten, es sei für ein verdünntes Gas (Seite 159), oder für 
eine mehr verdichtete Phase (Seite 170), um daraus £ und vi 
oder deren Differentialquotienten zu bestimmen. Jedoch wir 
wissen, dass dies durchaus nicht aUein der Fall ist in der 
Theorie der Dissoziation. Wir haben vom Anfange dieser 
Vorlesungen an gesehen und werden es immer wieder 
bestätigt finden, dass die Thermodynamik ihre Rechnung 
überhaupt erst anfangen kann, wenn sie die Funktionen 
^1 ^% ^» ?, X bestimmt hat, ausgedrückt in den unabhängigen 
Variabein v und T, und dies ist nur möglich mittels einer 
Zustandsgieichung, die wohl niemals anders als auf dem 
Wege kinetischer Betrachtung gefunden werden wird. Es 
ist deshalb kaum zu verstehen, wie DuHEM, der in den 

12 
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soeben zitierten Sätzen ein so deutliches Verständnis zeigt 
für die Grenzen, die jeder thermodynamischen Untersuchung 
gezogen sind, an anderer Stelle es als Desideratum hinstellen 
kann, die Thermodynamik anzuwenden ohne sie dabei zu 
stützen auf irgend eine bestimmte Form der Abhängigkeit der 
freien Energie von den unabhängigen Variabein (Volumen, 
Temperatur, und, bei Gemischen, die Grössen die die Zusam- 
mensetzimg bestimmen). Es ist aus allen unseren bisherigen 
Betrachtungen wohl klar geworden, und die weiteren werden 
dieses Resultat nur noch mehr sicher stellen, dass man sich 
auf diese Weise jeden Weg zu einem nähern Eindringen 
verschliessen würde, besonders aber darauf verzichten müsste, 
quantitative Aufschlüsse über Gleichgewichtsverhältnisse zu 
gewinnen. 



Kapitel IV. 

Systeme unter der Einwirkung 
äusserer Kräfte. 



§ 54. Ausschliessung von Reibungskräften. Gültigkeit 
des Carnotschen Satzes. 

Wir wollen jetzt eine Beschränkung fallen lassen, die wir 
zu Beginn unserer Untersuchung einführten, und seitdem 
beibehielten. Wir schlössen nämlich auf Seite 5 die Ein- 
wirkung aller äusseren Kräfte auf unser System aus. Wir 
wollen jetzt den Fall untersuchen, dass auch solche wirken, 
und zwar ganz beliebige, mit dieser Beschränkung nur, 
dass alle Prozesse auch jetzt umkehrbar bleiben sollen. 
Dadurch schliessen wir also die Wirkung aller Reibungskräfte 
und aller hysteretischen Kräfte aus. Es sei ein Element der 
Arbeit, welche irgend eine dieser Kräfte verrichtet, bezeich- 
net mit Xdx. X kann dann natürlich die verschiedensten 
Bedeutungen haben, imd danut in Übereinstimmung ist ^ zu 
wählen. Ist z. B. X eine Oberflächenspannung 0-, so ist x ein 
Oberflächenelement ds\ ist JT das Grewicht des Systems, 
resp. eines Teils desselben, so kann dx die vertikale Hebimg 
des Schwerpunktes sein (resp. des Schwerpunktes des betref- 
fenden Teiles). Oder X ist eine Potentialdifferenz zwischen 
zwei Punkten A und B^ und dx eine Elektrizitätsmenge, die 
sich von A nach B bewegt, etc., etc. Der Satz von der Erhal- 
tung der Energie lehrt nun, dass der Zuwachs der Eigen- 
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energie des Körpers: cU, aequivalent ist der Totalsumme 
der auf diese Weise zugefiihrten Arbeit: ^X^dx^^ vermehrt 
um die zufliessende Wärme dQ. Also: 
da — dQ^ ^X,dx,. 
Die Änderung der Energie durch Volumänderung ist in 
dieser Formulierung in "LX^dxi enthalten; wollen wir sie 
besonders hervorheben, so können wir auch schreiben: 

da = dQ— pdv + 2 JTidfei, 
wir müssen dabei aber jetzt bedenken, dass p nicht in dem 
ganzen betrachteten System konstant zu sein braucht, da 
wir ja z. B. aus der Hydrostatik wissen, dass der Druck am 
Boden eines Gefässes grösser ist als in den höheren Schichten. 
Zweitens, dass es abhängt von der Wahl der Variabein X 
und X ob — pdv die ganze Energieänderung darstellt, wenn 
das Volumen sich vergrössert. Denn denken wir uns eine 
Flüssigkeit unter dem Einflüsse der Schwerkraft, so könnte 
mit Volumänderung auch eine Änderung der Lage des Schwer- 
punktes und somit eine Änderung der Gravitationsenerg^e 
verbunden sein. Wir denken uns aber im folgenden die 
verschiedenen Koordinaten x so gewählt, dass sie alle unab- 
hängrig von einander sind. Für den soeben genannten Fall 
können wir dann setzen: — pdv -{- gdh\ unter dv ist dann 
immer eine solche Volumänderung zu verstehen, dass die 
Höhe des Schwerpunktes unverändert bleibt 

Im übrigen gilt fQr unsere jetzige Gleichung dasselbe wie 
für die früher erhaltene, dass wir sie nur auf unendlich 
langsame Prozesse anwenden dürfen, weil wir sonst die 
geleistete Arbeit nicht durch — pdv ausdrücken können. 

Die erste Frage, die wir nun zu beantworten haben, ist diese» 
ob wir auch jetzt dQ durch Td^ ersetzen dürfen. Denken 
wir uns wieder einen Camotschen Klreisprozess von imserm 
System durchlaufen, d. h., bei konstanter Temperatur 71 sollen 
V und alle Parameter x sich ändern, wobei eine Wärmemenge 
Qi aufgenommen wird. Dann soll ohne Wärmezuftihr die 
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Arbeitsleistung fortgesetzt werden, die Temperatur sinke 
dabei auf 7i; dann soll bei dieser Temperatur Arbeit auf 
das System geleistet werden, bis ein dritter Zustand erreicht 
ist, aus welchem das System ohne Wärmeaufnahme, durch 
äussere Arbeit allein, in den Anfangszustand zurückgebracht 
werden kann. Die Wärmeaufnahme bei dem zweiten isothermi- 
schen Prozesse betrage Qf, Die ganze äussere Arbeitsleistung 
beträgt natürlich Qi — Q^. Wir denken uns jetzt wieder eines 
der firüher betrachteten Systeme, für welche alle die Grössen 
X gleich Null sind; wir lassen dies System zwischen den- 
selben Temperaturen einen ELreisprozess, jedoch rückläufig, 
beschreiben, dessen Inhalt eben so gross sei, wie der des 
ersten Kreisprozesses. Die Wärmemengen, jetzt während 
der isothermischen Prozesse aufgenommen, resp. abgegeben, 
mögen Q/ und Qt betragen. Es ist also Qi — Qt= Q/ — Q^. 
Nun haben wir früher, bei der Ableitung des zweiten 
Hauptsatzes, als Erfahrungssatz angenommen, dass es auf 
keine Weise möglich ist, Wärme von tieferer auf höhere 
Temperatur zu bringen, ohne dass gleichzeitig Arbeit in 
Wärme verwandelt wird. Daraus folgt, dass Qi nicht kleiner 
als Q/ sein kann. Denn wäre Qi = Q/ — 3, so würde, wenn 
beide Kreisprozesse durchlaufen wären, keine Wärme aus 
Arbeit gebildet sein, wohl aber wäre die Wärmemenge 3 von 
7i auf 7i gekommen. Kehren wir die Richtung der beiden 
Prozesse um, so folgt, dass Q^ auch nicht grösser sein kann als 
Q/. Es ist also auch jetzt Qi völlig bestimmt durch die Tempe- 
ratur, oder: Q=/(T). 
Daraus folg^ dann wieder, ganz wie früher: 

wenn man die Temperatur misst nach der Idealgas-skale ; 
auf demselben Wege wie im zweiten Abschnitte ergibt sich 
dann auch hier, dass wir für dQ schreiben dürfen Tdfj. 
Es leuchtet ein, dass es für die Grültigkeit dieses Beweises 
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notwendig ist, dass der Klreisprozess, den unser System 
beschreibt, völlig umkehrbar sei. Unter den X dürfen also, 
wie schon bemerkt, weder Reibungswiderstände, noch hy- 
steretische Kräfte vorkommen. Dagegen brauchen die Kräfte 
durchaus nicht von einer einwertigen Potentialfiinktion ableit- 
bar zu sein. Kräfte, wie die magnetischen in der Nähe eines 
stromführenden Leiters, welche ein mehrwertiges Potential 
besitzen, sind also nicht ausgeschlossen. 

§ 55. Bei isothertnischen Prozessen gilt die Gleichung: 

Geleistete Arbeit = Energiezunahme nur^ wenn die 

Kräfte unabhängig sind von der Temperatur. 

Wir können also jetzt unsere Gleichung schreiben : 

d€=Tdii—pdv + ^X,dxi (1) 

Sowohl f als >f sind Funktionen von v, T und den at, welche 
zusammen den Zustand völlig festlegen. Wir können also 
auch schreiben : 

\dv)T,Xi,X2.. \dT/v,XuXt.. 

'^\dxi)v,T,Xi.. ^'^yeXi/v.T.XuX^.. ^^'^ 
"" XdvjT.XuXi.. ^"^ \^]v,Xi,x^.. "^ 

Nun sind die Parameter x so gewählt, dass jede Änderung 
unabhängig ist von allen andern. Es ist also: 

\dT]v,XuX^.. \dT }v, Xx, x^.: 

\bv]T,XuXt.~ \dv)T,XuX2..~^' 

(ÖL) =W|L ^ +xx 

\dxi Jv, T,xt.. \ dxijv, T,Xt. . 
etc. 



(2) 
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Nur die letzte dieser Gleichungen ist neu, wenigstens der 
Form nach ; dem Inhalte nach ist sie ja eigentlich nur eine 
allgemeinere Form der zweiten Gleichung. Sie ergibt jedoch 
ein sehr beachtenswertes Resultat. Wir sind gewohnt zu 
sagen, dass ein Gewicht G, das um eine Strecke h gehoben 
wird, eine Energiemenge Gh gewinnt ; dass eine Uhrfeder, 
die wir anspannen unter der Arbeitsleistung -£, diese Energie- 
menge E gewinnt; dass, wenn wir mit der Kraft o* eine 
Flüssigkeitsoberfläche um s vergrössern, die Flüssigkeit eine 
Energiezunahme str erfährt; kurz, dass, wenn wir auf einen 
Körper eine Arbeit E leisten, dieser Körper einen gleichen 
Betrag an Energie gewinnt. Ja, Sätze wie dieser werden 
geradezu oft gebraucht zur Einführung des Energiebegriffes 
und zu seiner ersten Verdeutlichung. Die obenstehende 
Gleichung zeigt, dass solche Sätze keineswegs allgemein 
richtig sind. Nur für isentropische Prozesse gilt allgemein, 
dass die auf einen Körper geleistete Arbeit gleich dem 
Energiezuwachse dieses Körpers ist; aber die soeben genann- 
ten Prozesse sind ja keineswegs isentropisch, sondern vielmehr 
nahezu isothermisch. Für solche Prozesse ist aber nicht 
nur die geleistete Arbeit maassgebend, sondern auch die 
zu-, eventuell abgeströmte Wärmemenge. Wir wollen jetzt 
untersuchen, in welchen Fällen mit der Arbeitsleistung ein 
Wärmestrom gepaart geht, und wie gross derselbe ist. Dazu 
schreiben wir die Gleichung (1): 

T\\dT )v,XiyX2.. \dvJT,XuXt.. 

+ (^).. r.., ./-■ + •••• ^^'^^ - ^^'''-' }' 

da d)i ein totales Differential ist, so folgt: 

1 ( e'e \ 1 [/ y« \ dXr\ 

T\dTdxilv,x,..~ rWdXtdTJv.Xt.. dT] 
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oder: / ö« \ _ „ ^.dX^ . 

Durch Vergleichung mit der dritten Gleichung von (2) 
liefert dies: 

dX, 






Wir sehen also jetzt, dass immer wenn der Arbeitsfaktor 
von der Temperatur abhängig ist, mit der Arbeitsleistung 
Temperaturänderung oder ein dieselbe ausgleichender Wär- 
mestrom verbunden ist. Daraus folgt, dass nur in dem ersten 
der soeben gegebenen Beispiele, (dem Heben des Grewichtes), 
die Enerpezunahme gleich der geleisteten Arbeit ist, denn 
sowohl die Spannkraft der Uhrfeder, als die Oberflächenspan- 
nung sind von der Temperatur abhängig. Wir sehen weiter 
aus unserer Gleichung, dass, wenn der Arbeitsfaktor -ST mit 
der Temperatur zunimmt, bei einem isothermischen Prozesse 
Wärme abfliesst; die von dem System gewonnene Energie 
ist also geringer als die auf dasselbe geleistete Arbeit ; nimmt 
dagegen X ab, wenn die Temperatur steigt (z. B. bei der 
Oberflächenspannung), dann ist der Energiezuwachs grösser 
als die geleistete Arbeit. 

§ 56. Minimum der Energie und der freien Energie. 
Das Berthelotsche Prinzip. 

Dadurch wird es jetzt erklärlich, weshalb die Mechanik so 
allgemein den Satz gelten lässt : Energiezunahme = Greleistete 
Arbeit. Denn die Mechanik, — wenigstens die klassische 
Mechanik — , arbeitet ausschliesslich mit Kräften, die sie als 
nicht von der Temperatur abhängig betrachtet Aus der 
Mechanik hat dann dieser Satz sich weiter verbreitet, und 
seinen Weg in die Lehrbücher gefunden, wo er fälschlich 
auch angewandt wird auf Fälle, in welchen die Kräfte wohl 
von der Temperatur abhängig sind. A\if 's engste mit diesem 
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Umstände verbunden ist der andere, dass die Mechanik 
allgemein das Gleichgewichtsprinzip aufteilen konnte, dass 
die Energie ein Minimimi sein müsse; denn wenn alle Arbeits- 
faktoren X unabhängig sind von der Temperatur, so ist : 



[^ =0 



d. h. der isothermische Prozess fällt mit dem isentropischen 
zusammen. Und für letzteren gilt ja der Satz, dass die 
Energie ein Minimum sein muss. Aber dieser Satz darf dann 
z. B. niemals angewandt werden auf chemische Gleichge- 
wichte, denn jedenfalls ein Arbeitsfaktor, der Druck, ist dabei 
von der Temperatur abhängig. Das Berthelotsche Prinzip 
der maximalen Wärmetönung war eine solche falsche Anwen- 
dung. Wollen wir ein allgemein anwendbares Prinzip haben, 
so müssen wir bei konstanter Temperatur nicht die Energfie, 
sondern die freie Energie minimal machen, denn aus: 

de = Td>\ — pdv + 2 jf, dx^j 
folgt sofort: 

d\f^ = — vidT — pdv + SJT, dx,. 

§ 57. Anwendung auf die Theorie der galvanischen Zelle, 

Besonders in der ersten Zeit nach der Aufstellung des 
Prinzips der Energieerhaltung wurde dieses oft angewen- 
det, ohne dass dem im vorigen § besprochenen Umstände 
genügend Rechnung getragen wäre. So stellte Helmholtz 
den Satz auf, dass die Joulesche Wärme, die in dem Schlies- 
sungskreise einer galvanischen Zelle frei wird, der Wärme 
gleich sein müsse, die frei werden würde bei den Prozessen, 
die sich in der Zelle abspielen, wenn diese vor sich gehen 
würden ohne Produktion von elektrischem Strom. Nun ist 
die Wärme, die in einer Zelle von elektromotorischer Kraft 
E frei wird, bei der Stromstärke ij in der Zeit / : Eit. Die 
Wärmetönung bei der Umsetzung eines elektrochemischen 
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Aequivalents sei w, also für den Stromdurchgang i in der 
Zeit iiwii. Aus der Gleichsetzung folgt: 

E=7V, 

d, h. die Spannung einer Zelle ist gleich der Wärmetönung, 
die frei werden würde, wenn ein elektrochemisches Aequi- 
valent sich umsetzen würde, ohne Stromdurchgang. Joule 
und BOSSCHA prüften diesen Satz an der Daniellzelle und 
fanden ihn gut bestätig^. Aber man hatte dabei übersehen, 
dass der ganze Gedankengang auf der Voraussetzung fusste, 
dass die im Schliessungskreise frei werdende Wärme aus- 
schliesslich stammt aus den chemischen Umsetzungen in der 
Zelle. Wie Gibbs zuerst betont hat, ist diese Voraussetzung 
jedoch keineswegs unbezweifelbar ; in den meisten Fällen 
ist sie sogar im Widerspruch mit den Tatsachen, und dass 
sich bei den Experimenten mit der Daniellzelle eine Bestä- 
tigung zu zeigen schien, ist nur Folge eines Zufalles. Im 
Lichte der Betrachtungen des vorigen § lässt sich das leicht 
einsehen. Drücken wir dazu den Satz aus in den bisher ange- 
wandten Bezeichnungen. Wir nehmen dann für -X'die Spannung 
des Elementes -£, für dx die elementare Elektrizitätsmenge 
de; es ist ja, wenn keine Wärme zuströmt und die andern 
Parameter konstant bleiben, der Energfieverlust des Elementes, 
wenn die Quantität de hindurchgegangen ist, Ede. Also: 

d€= Tdvi — Ede. 
Nun ist ze;, die Wärmetönung, die frei werden würde, wenn 
«in elektrochemisches Aequivalent sich umsetzt, ohne dass 



der Strom geschlossen ist, offenbar — (ä")7'* Der Satz besagt 
also: ,^. 

-(i)r=^. 

während wir oben fanden, dass in Wirklichkeit: 

\deJT -^ ^ dT 
Dass bei d«i Versuchen von Joui£ und BosscHA sich eine 
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ziemlich gute Bestätigung herauszustellen schien, war Zufall. 
Wie gesagt fanden nämlich die Messungen an der Daniell- 
zelle statt; filr diese ist nun aber bei einer bestimmten 

dE 
Temperatur imd Konzentration ^= 0, und für andere Tem- 
peraturen und Konzentrationen bleibt dieser Quotient klein, 
so dass der Satz sich zu bestätigen schien. 

Bei fast allen anderen Zellen aber zeig^ sich eine recht 
merkliche Änderung der elektromotorischen Kraft mit der 
Temperatur, und ftlr diese kann also der Satz E=w nicht 

gelten. Wir kennen jetzt sowohl Zellen, bei welchen -j^ 

negativ ist, als solche, für welche die elektromotorische Kraft 

zunimmt mit der Temperatur. Für erstere ist also w kleiner, 

als sich nach dem Helmholtzschen Satze ergeben würde, d. h. 

es wird weniger Wärme frei, als der chemischen Umsetzung 

in der Zelle entspricht Diese Elemente erwärmen sich also 

bei der Stromlieferung, resp. sie verlieren bei isothermischen 

dE 
Prozessen Wärme an die Umgebung. Ist dagegen -^positiv, 

so ist die Wärmetönung kleiner als die Joulesche Wärme. 
Diese Elemente kühlen sich also ab, resp. entziehen der 
Umgebung Wärme. Es folgft dies auch sofort aus der Gleichung : 



dT~ [de): 



§ 58. Anwendung auf die Oberflächenspannung. 

Ahnlich lieg^ der Fall bei der Oberflächenspannung. Den- 
ken wir uns ein flaches rechteckiges Drahtgeflecht, an dem 
die eine Seite beweglich ist. Das Rechteck sei angefüllt 
mit einer Flüssigkeitshaut. Die halbe ^) Kraft nun, mit welcher 



') Die halbe Kraft, weil die Haut xwei Oberflächeo hat, die jede mit der- 
selben Kraft ziekeo. 
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die bewegliche Seite pro Längeneinheit nach innen gezogen 
wird, ist die Oberflächenspannung o", die hier an die Stelle 
von X tritt. Für dx erhalten wir dann die Verschiebung der 
beweglichen Seite. Entfernen wir diese um die Längeneinheit 
von der gegenüber liegenden Seite, so ist die geleistete Arbeit 
pro Längeneinheit der beweglichen Seite 2ö-, für jeden cM*. 
Vergrösserung der Oberfläche also ö-. Man hat daraus vielfach 
geschlossen, dass dann auch durch die Verschiebung die 
Flüssigkeitshaut einen Energiezuwachs von o* pro cAP. Ver- 
grösserung der Oberfläche erfahren müsse, und deshalb die 
Grösse ö- nicht nur mit dem Namen Oberflächenspannung, 
sondern auch mit dem der Oberflächenenergie (natürlich 
pro Flächeneinheit) belegt. Dagegen lässt sich nun nichts 
einwenden, wenn man dies so verstehen soll, dass fr die 
äussere Arbeit bedeutet, die man leisten muss um die Ober- 
fläche mit der Flächeneinheit zu vergrössem. Aber meistens 
wird es so verstanden, was auch wohl allein dem Namen 
Oberflächenenergie entspricht, dass ö- ebenfalls die Energie 
sein soll, die einer Flächeneinheit der Oberfläche entspricht. 
Es sollte also die Haut bei der Vergrösserung der Ober- 
fläche um die Einheit auch eine Energiemenge o* gewonnen 
haben. Dies nun ist vollständig unrichtig, und die in den 
Lehrbüchern so oft vorkommende Behandlungsweise der 
Kapillarität, bei welcher die Oberflächenspannung einfach 
gleich gesetzt wird der Energiemenge pro Oberflächeneinheit, 
ist ganz zu verlassen. 

Denn aus unserer Gleichung: 

da = TiÄf — pdv -f- frds, 
folgt jetzt wieder: 

^) Der Index s kann hier wegbleiben, da -3^ nicht von <r abhängt, wie z. B. 

die elastischen Kräfte von der Grrösse der Torsion, Biegong oder Dehnung 
abhängig sind. Bei konstanter Xemperator ist <r eine Konstimte. 
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Nun nimmt (t immer ab, wenn die Temperatur steigt; 
die Energie der Oberfläche nimmt also mehr zu als der 
geleisteten Arbeit entspricht, weil die Haut, wenn nicht 
Wärme zuströmen würde, sich bei der Ausdehnung abkühlen 
würde. Man sieht dies auch sofort an der Gleichung: 

ds 
dT' 



\bs)T- 



Dass der Fehler, den man macht, wenn man das Glied 

ds 
T-p^ vernachlässigt, nicht gering ist, sondern oft grösser 

als der Wert, den man übrig behält, ergibt sich aus einer 
Formel für o-, auf die wir im folgenden Abschnitte noch 
zurückkommen werden. Diese lautet : 

/ r\1.23 

woraus folg^: 

<r äT~ ^'^^ 1^ - T 
also: 

Bei 7'= 0.5 7i ist also das zweite Glied des Kllammer- 
ausdrucks auf der rechten Seite schon grösser als das erste, 
und es wächst im Verhältnisse zu diesem bei höherer 
Temperatur unmer mehr, um ftlr T'ss 7i relativ zu diesem 
unendlich zu werden. 

Eine andere, für die Kapillaritätstheorie sehr wichtige 
Folgerung lässt sich aus der Gleichung: 

dtr 
dT' 

ziehen. Im kritischen Punkte verschwindet jeder Unterschied 
zwischen Flüssigkeit und Dampf, und die Trennungsfläche 
hat also keine physikalische Bedeutung mehr. Es ist deshalb 
auch nicht möglich, dass durch Vergrösserung der Trennungs- 



\esjT 
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fläche bei konstanter Temperatur Entropie gewonnen oder 
verloren würde, d. h. (^j^und somit auch ^y.ist im kri- 
tischen Punkte gleich Null. Wir werden im nächsten Ab- 
schnitte die Bedeutung dieses Satzes für die Kapillaritäts- 
theorie erkennen. 

Statt der obigen Differentialgleichung für (r können wir 

auch eine Gleichung für -rr finden. Drücken wir in unserer 

Hauptgleichung : 

pdv = Tdii — de -{• vdS, 
ds aus in dv, dti und ds durch die Gleichimg: 

so erhalten wir: 

^=|^-(D,>+{'-(lk,l^-(D,.* 

Da dv ein totales Differential ist, folgt hieraus: 

\\dpks du dpi \ Wa^I _ S>i9p 
p P* ~ P ' 

^\dfks^^~\da)p.s'. 

und ebenso : , . . ... 

^[epks'^''~\di)p,H' 
so dass unsere Gleichung übergeht in : 

woraus folgft: .^ . ,^ . 

Wir können diese Gleichung noch auf eine andere Form 
bringen, die ihre Bedeutung deutlicher zeigt Denken wir 
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eine Flüssigkeitshaut, deren Oberfläche wir um ds vermehren, 
während wir keine Wärme von aussen zufuhren, also <ä^ = ; 
damit die Temperatur konstant bleibe, also rf7'=0 und 
^ = 0, muss sich jetzt Dampf niederschlagen. Die dadurch ent- 
standene Volumabnahme beträgt l^j ds^ und die äussere 
Arbeit, die dadurch geleistet wird : 

oder nach der vorigen Gleichung — /(vi) ^- ^^ ^ ^^^ 

von der Temperatur abhängt, nicht von v und vi, können 
wir dafiOr auch schreiben: 

. ^ €h dT . 

und da / notwendig den Druck des gesättigten Dampfes 
bedeutet, nach der Clapeyronschen Gleichung: 

Wir hätten diese Gleichung auch sofort ableiten können 

aus dem Werte von I^jt.- Denn nach dieser Gleichung 

musste zur Vermehrung der Oberfläche um den Betrag ds, 

ausser mechanischer Arbeit vds, noch die Wärmemenge 

dfr 
T -j=- ds zugeführt werden. Diese wird jetzt erhalten aus der 

Kondensation eines gewissen Quantums Dampf, und zwar 
beträgt der Teil der aus der inneren latenten Verdampfungs- 

wärme kommt, - T--f= ds, während die äussere Arbeit bei 

der Kondensation des Dampfes liefert: 
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§ 59. Bestätigung der einleitenden Betrachtungen über 
den Wert der Thermodynamik, 

Vergleichen wir die hier gewonnenen Resultate mit den 
Schlüssen, früher (§ 24) aus der Gleichung: 

(l)r=/-K^V 

gezogen, so finden wir wieder völlig bestätiget, was wir in 
der Einleitung über die Bedeutung der Thermodynamik 
sagten. Durch die Anwendung des zweiten Hauptsatzes 
gewannen wir das wichtige Resultat, dass, wenn die elektro- 
motorische Kraft, resp. die Oberflächenspannung, von der 
Temperatur abhängig ist, bei isothermischer Elektrizitätsdurch- 
führung durch die Zelle, resp. isothermischer Änderung der 
Oberfläche, Wärme zu- oder abströmt. Aber ob diese Abhän- 
gigkeit von der Temperatiw besteht, konnte die thermodyna- 
mische Untersuchung nicht lehren, gerade so wie unsere 
fiühere Anwendung des zweiten Hauptsatzes uns zwar in- 
stand setzte, die Abhängigkeit der Energie vom Volimien 
festzustellen, wenn die Zustandsgieichung gegeben war, aber 
diese selbst sich nicht aus thermod3mamischen Grrundsätzen 
ableiten Hess. Ob und wie E und o* in bestimmten Fällen 
von der Temperatiu* abhängen, das kann nur eine spezielle 
Theorie der g^vanischen Zelle, resp. der Oberflächenschicht, 
lehren \ Die erstere liegt ganz ausserhalb des Grebietes, 
über welches sich diese Vorlesungen erstrecken sollen, mit 
der zweiten wollen wir uns in dem folgenden Abschnitte 
beschäftigen. Bevor wir dazu übergehen, haben wir aber erst 
noch zu untersuchen, was aus der Anwendung des Gleichge- 
wichtsprinzips für den allgemeinen Fall äusserer Kräfte folgt 

^) Vergl. oben S. 187, wo wir als völlig neues Datum, unabhftng^ von 

dE 

unsern anderen Betrachtungen, einführten, dass bei manchen Zellen -j= positiv, 

dT 

bei andern negativ, und ebenso S. 189 die Formel ftlr <r in ihrer Abhängig- 
keit von r. 
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§ 60. Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen bei 
der Einwirkung äusserer Kräfte, 

Als wir im zweiten Kapitel dieses Abschnittes ') aus dem 
Gibbs'schen Gleichgewichtsprinzip die Gleichg^wichtsbedin- 
gungen ableiten wollten, machten wir drei Annahmen. Erstens, 
dass das ganze System sich in Phasen spalte; zweitens, 
dass die Anzahl dieser Phasen endlich sei ; schliesslich, dass 
Energie und Entropie in einem Volumelement unabhängig 
seien von der Energie und Entropie der umgebenden Ele- 
mente. Von diesen Annahmen wollen wir jetzt die zweite 
fallen lassen. Zwar wird auch die dritte nicht streng erfüllt 
sein, aber wenn nur das Dichtigkeitsgefälle genügend klein 
ist, dürfen wir diesen Einfluss vernachlässigen. Dass wir 
die zweite Annahme fallen lassen müssen, ergibt sich von 
selbst. Denn denken wir uns z. B. ein Gas unter der Wir- 
kung der Schwerkraft, so wird der Druck, und also auch 
die Dichte, in jeder Horizontalebene anders sein ; wir haben 
also jedenfalls nicht eine endliche Anzahl Phasen. Dies 
hindert uns jedoch nicht das Gibbs'sche Prinzip anzuwenden. 

Bezeichnen wir die Dichte *) in dem Volumelemente dk mit 
p, die spez. Energie mit s, die spez. Entropie mit ^ ; diese s und 
>) sind dann zu denken als Funktionen von T und v (oder p) 
in jedem Volumelemente und den Koordinaten ä, /3, y dieses 
Volumelementes. Wir haben nun, nach dem Gibbs'schen 
Prinzip, zu suchen unter welchen Bedingimgen die totale 
Energie, / psdk, ein Minimum wird, während die totale Masse, 
f pdk, und die totale Entropie, f pidk, konstant bleiben, wobei 



») S. 123 und 124. 

') Es ist hierzu, wie wir früher schon bemerkten, nicht nOtig, dass in dem 
Volumelemente eine grosse Anzahl von Molekülen gleichzeitig enthalten seien, 
dass also das Element gross sei gegenüber den Dimensionen eines Moleküls. 
Es genügt, dass durch die Bewegung der Moleküle in sehr kurzer Zeit sehr 
viel verschiedene Moleküle in dem Volumelemente anwesend sind. 

13 
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die ganze Stoffmenge eingeschlossen gedacht wird in eine 
starre und unbewegliche Hülle. Von den beiden ersten Bedin- 
gungen können wir uns wieder, wie früher, befreien, indem wir 
an die Stelle von j psdk die Funktion /p{f — A,if — A,}^i{r set- 
zen *). Es muss also S/p (f — A, )f — a, j <tt = sein, wobei die 
Integration wegen der letzten Bedingung stets über dieselben, 
ruhend gedachten Volumelemente zu erstrecken ist. Bei 
der Variation in einem Volumelemente sind also die Koor- 
dinaten «, /3, y dieses Elementes als konstant zu betrachten ; 
nur T und die Dichte, p, oder das spez. Volumen, v, in diesem 
Volumelemente, können variiert werden; und da die Inte- 
gpration über immer dieselben Volumelemente zu erstrecken 
ist, kann auch keine Variation an den Grenzen stattfinden. 
Die ganze Variation wird also ausgedrückt durch*): 

+ r-y-^' ).,.,..'>h 

wobei jetzt jedoch alle Sp und iT völlig unabhängig von 
einander sind. Das Integral kann also nur Null sein, wenn 
in jedem Volumelemente: 



und: 



\ dT Jv.Xi.. 

( d{p(t - A. » - A0 }\ _ 

\ dp }T,x,.-'^' 



da wir sonst allen Sp und allen iT ausser denjenigen in 



») Vgl. S. 155 und 156. 

') Dabei ist freilich angenommen, dass alle Änderungen in den unabhängigen 
Variabein aller Phasen unendlich klein sind, und dass nirgends eine Phase 
entsteht, die von ganz anderer Beschaffenheit ist als die schon vorhandenen. 
Bei dem Beweise in § 39 war diese Annahme unnötig. Für die Behandlung 
des jetzigen Falles unter Inachtnahme der Möglichkeit endlicher Änderungen 
vergleiche man Gibbs, 1. c. S. 175. 
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einem bestimmten Volumelemente den Wert Null geben 
könnten, was dann einen von Null verschiedenen Wert des 
Integrals ergeben würde. Es ist daher: 

-'{(»)r,.,..-^S)r.„..l+<-*"-^=<'-"» 

Vergleichen wir die erste dieser beiden Gleichungen mit 
der früher erhaltenen: 



\ö T)v, Xi.. \d T/v, Xi . . 



so sehen wir, dass A^ nichts anderes bedeutet als die Tem- 
peratur in dem betrachteten Volumelemente. Nun ist aber A, 
laut Definition eine für die ganze Masse konstante Grösse. 
Wir erhalten also wieder als Gleichgewichtsbedingung, dass 
die Temperatur in der ganzen Masse konstant sein muss. 
Führen wir dies in Gleichung (6) ein, und bedenken wir, 
dass: 

so wird (6): 

s—Bi+^ = K, (7) 

Ausser der Temperatur muss also noch eine zweite Grösse 
durch die ganze Masse konstant sein, deren ph3rsikalische 
Bedeutung wir jetzt feststellen wollen. 

§ 61. Thertnodynamisches und totales Potential. 

Konstanz des totalen Potentials, 

Variabilität des thermodynamischen Potentials. 

Denken wir uns in einem bestimmten Volumelemente 
Dichte und Temperatur unverändert, aber die Wirkung der 
^.usseren Kräfte aufgehoben, und bezeichnen wir die Energie, 
die dann der Masseneinheit zukommen würde, mit f'; wenn 
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wir vorläufig noch Kapillaritätswirkungen nicht berück- 
sichtigen, so ist dieser Teil der totalen spez. Energie in diesem 
Punkte nur abhängig von der dort herrschenden Tem- 
peratur und Dichte; wir wollen ihn deshalb die rein ther- 
modynamische Energie oder Dichtigkeitsenergie nennen. Und 
zwar ist es deutlich, dass diese Dichtigkeitsenergie in einem 
bestimmten Punkte genau auf dieselbe Weise von der Dichte 
und Temperatur in diesem Punkte abhängt wie in dem 
früheren Falle, wo keine äusseren Kräfte wirkten, die totale 
Energie von der Temperatur und der (damals konstant 
gedachten) Dichte, d. h. also, dass für den Zusammenhang 
der Dichtigkeitsenergie s' in einem bestimmte Punkte mit 
der Temperatur und der Dichte in diesem Punkte Gleichung 

(1) S. 74 gilt, wo — die Dichte in diesem Punkte bedeutet. 

Die totale Energie, die in dem Volumelemente pro Massen- 
einheit anwesend ist, die Grösse also die wir mit b bezeich- 
neten, wird gleich sein der Summe von b' und der Energie 
infolge äusserer Kräfte. Sei das Potential der letzteren für 
die Masseneinheit gleich P, so ist also: 

£ = 6'4-P ....... (8) 

Unter P fassen wir alle elektrischen, magnetischen, Gra- 
vitationspotentiale etc. zusammen, eventuell auch die kine- 
tische Energie sichtbarer Bewegungen. Auf die Entropie 
haben die äusseren Kräfte keinen Einfluss; y^ wird also in 
dem jetzt behandelten Falle dieselbe Grösse sein wie in dem 
firüher behandelten. Wir können also analog der Dichtigkeits- 
energie ^ auch die ft^ie Dichtigkeitsenergie t^' = f ' — Ta, 
und die Dichtigkeitsfiinktion-J' = f ' — Ta'\- pv €\sSähr^xi. ^) 



') Es ist selbstverständlich, dass wir bei Anwendung des Gleichgewichts- 
prinzips in der dritten tind vierten Form nicht die hier eingeführten Funktionen 
^' und C sondern die totale freie Energie '^^ und die totale Funktion ^ minimal 
machen müssen, so wie wir auch oben nicht die Bedingungen für das minimal 
Werden der Dichtigkeitsenergie «', sondern der totalen Energie « gesucht haben. 
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Es ist klar» dass diese Funktionen wieder auf genau die- 
selbe Weise von der Temperatur und Dichte') in einem 
bestimmten Punkte abhängen, wie früher die totale freie 
Energie t^ imd die totale ^-Funktion, d. h. also, dass für die 
erstere Gleichung (2) S. 102 und die Figuren 34, 35 resp. 37 
gelten, ftir die letztere Gleichung (3) S. 109 und Figur 38. Nun 
gilt weiter für ein System, dass nur aus einer Komponente 
besteht, die Gleichung: 

Wir können jetzt also auch die Funktion 

bilden. Diese Funktion ijl\ die nach dem obigen wieder auf 
genau dieselbe Weise von der Temperatur und der Dichte in 
einem bestimmten Punkte abhängt, wie früher das thermo- 
dynamische Potential, wollen wir deshalb auch weiterhin als 
thermodynamisches Potential oder Dichtigkeitspotential be- 
zeichnen, während jC* = 6 — 7); +/zf das totale Potential sei. 
Für die Ableitung von fi' aus den Figuren 34, 35, 37 resp. 
38 gilt also wieder das auf S. 122 Gesagte. Das totale Poten- 
tial [A ist nun nach Gleichung (7) S. 195 durch die ganze 
betrachtete Masse konstant Kombinieren wir (7) mit (8), 
S. 196, so erhalten wir: 

d. h. es ist jetzt nicht mehr das thermodynamische Potential 
in der ganzen Masse konstant, wohl aber das totale Potential, 
die Summe des thermodynamischen Potentials und der 



^) Es mag befremden, dass wir hier auch die ^-Funktion als abhängig von 
V betrachten, obgleich sie doch ursprünglich als Funktion von / und T charak- 
terisiert wurde. Berechtigt dazu sind wir natürlich immer, da wir ja aus 
^ =yi (^, T) und p =f% (v, T) p eliminiert denken können. Der Grund, wes- 
halb wir diese Elimination im Texte ausgeführt denken, wird sich ergeben aus 
unseren Betrachtungen über Kapillarität (Vierter Abschnitt). 

■; S. 122. 
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Potentiale der äusseren Kräfte. Dass wir fiüher das ther- 
modynamische Potential konstant fanden, war eben nur in 
dem besonderen Falle, dass das Potential aller äusseren 
Kräfte in dem betrachteten Gebiete konstant ist. 

Wir sehen jetzt auch, dass den früher festgestellten drei 
Bedingxmgen: Konstanz der Temperatur, des thermodyna- 
mischen Potentials, und des Druckes, keineswegs dieselbe 
Bedeutung zukommt. Die Konstanz der Temperatur finden 
wir hier unverändert zurück; statt der Konstanz des 
thermodynamischen Potentials finden wir die nahe verwandte 
Bedingung der Konstanz des totalen Potentials, aber für 
die Konstanz des Druckes fehlt das Gegenstück. Wir 
sehen dadurch unsere früheren Bemerkungen über den Wert 
der verschiedenen Formen des Gleichgewichtsprinzips bestä- 
tigt; während die Bedingung, unter welcher die Form mit 
der Tp-Funktion angewandt werden kann, immer erfüllt ist, 
können die ^- und die %-Funktion nur angewendet werden, 
wenn äussere Kräfte nicht wirken. 

Dass der Druck nur konstant sein kann, solange das 
thermodynamische Potential konstant ist, ergibt sich sofort 
aus der Gleichung; 

Denn unter Berücksichtigung von: 

de' — Tdfi+pdv = Q, 
folgt aus dieser : 

d[Ji/ = — >idT'\- vdp, 
oder bei konstanter Temperatur: 

diJtI = vdp (9) 

Sowie also äussere Kräfte auftreten, wodurch in der 

Gleichung : 

ii. = ii!^P . (10) 

P eine Funktion der Koordinaten wird, und somit auch jc*', 
muss auch / eine Funktion der Koordinaten werden. Die 
früher gefundenen drei Bedingungen sind also eigentlich 
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nicht als drei, sondern nur als zwei anzusehen, denn aus 
der Bedingung, dass im ganzen Räume dyJ = 0» folgt sofort, 
dass auch im ganzen Räume ^ = 0. 

§ 62. Das Gleichgewicht einer Gasmasse unter der 

Wirkung der Schwere^ abgeleitet aus der Konstanz 

des totalen Potentials. 

Wie der Druck im allgemeinen Falle von den Koordinaten 
abhängt, lässt sich leicht aus Gleichung (10) ableiten, wenn 
das Potential der äusseren Kräfte als Funktion dieser Koor- 
dinaten gegeben ist 

Denn es ist: 

dyJ ^dP=^^ 

oder wegen Gleichung (9): 

dP= — vdp. 

Nehmen wir z. B. ein Gas unter dem Einflüsse der Schwer- 
kraft, so ist die Änderung des Potentials der äusseren 
Kräfte dP = gdh\ also: 

gdh = — vdp. 

Denken wir das Gas verdünnt genug um die Anwendung 
des Mariotteschen Gesetzes zu gestatten, so wird: 

dp gdh 



/( 



'0 



Berechnen wir mit dieser Formel zum Beispiel wie hoch 
man von der Meeresoberfläche steigen muss, damit der 
Druck von 760 auf 759 mM. falle. Die Temperatur sei 0^ 
Denken wir alles ausgedrückt in Gr., cM., dann finden wir 
RT vne folgt. Ein L. Luft von 0"* und 760 mM. wiegt 
1,293 Gr., also ninmit 1 Gr. Luft unter diesen Umständen 
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1000 



cM». 



ein. 



1.293 

76 . 13,6 g. Dyne pro cM>, 



Der Druck ist 76.13,6 Gr. pro cM*. = 



Also: RT^ 



76.13,6.1000.^-. 



759 



1,293 



Nep ^g \f^ = 2,3026 (0,88024 — 0,88081), 
also: 

Ts's^e'riOOO = 2^3026 . 0,00057 cM., woraus folgt: 

Ä = ±10 M. 
So wie dieses, so lassen sich alle Probleme über das 
Gleichgewicht unter dem Einflüsse äusserer Kräfte jetzt leicht 
lösen mit Hilfe des thermodynamischen Potentials. Wie wir 
oben (S. 122) sahen, gibt die Figur, welche die ^-Funktion dar- 
stellt, gleichzeitig den Wert des thermodjmamischen Potentials 
in seiner Abhängigkeit vom Drucke. Denken wir nun z. B. in 
einem Grefässe Flüssigkeit und Dampf unter dem Einflüsse 
der Schwerkraft. An der Scheidungsfläche beider wird die 
Dichte gerade der des Doppelpunktes der 2f-Kurve ent- 
sprechen. (Fig. 60). Wir 
wollen die Höhe A, und 
also die potentielle Ener- 
gie der Schwerkraft, von 
dieser Trennungsfläche 
ab rechnen. In einer et- 
was höheren Ebene hat 
also die potentielle Ener- 
gfie einen höheren Wert 
Da .die Summe von 
Schwerkrafts- und ther- 
modynamischem Poten- 
tiale konstant bleibt, wird 
letzteres in dieser Ebene gerade so viel kleiner sein, wie 
das Schwerkraftspotential grösser ist. Das thermodyna- 




Fig. 60. 
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mische Potential wird also etwa OB betragen; damit ist 
auch der Wert des Druckes OC in dieser Ebene gegeben. 
Für Ebenen, die niedriger liegen als die Trennungsfläche, 
ist gh negativ; es ist dort also das thermodynamische 
Potential z. B. um AD grösser. Aus diesem Potentiale OD 
folgt dann sofort der Wert des Druckes OE. 

Natürlich können wir dasselbe auch mittels der freien 
Energie ableiten. An der Trennungsfläche von Dampf und 
Flüssigkeit hat der erstere das spez. Volumen Vt (Fig. 61), 
die zweite das spez. Volu- 



:b 




men v^, das thermodjmami- 

sche Potential in dieser 

Horizontalebene (S. 122) hat 

also den Wert OB. In einer 

etwas höheren Ebene hat 

die potentielle Energie, die 

wir an der Trennungsfläche 

zu Null annehmen, den Wert 

BC, das thermodynamische 

Potential hat dort also den 

Wert OC, und wir finden 

das spez. Volumen v-l in 

dieser Ebene, wenn wir aus C eine Tangente an die ^-Kurve 

ziehen; der Berührungspunkt liefert sofort das zugehörige 

spez. Volumen. In einer tieferen Ebene hat die potentielle 

Energie den Wert — BA, das thermodynamische Potential 

hat also dort den Wert OA, und wir finden das spez. 

Volumen Vx der Flüssigkeit in dieser Ebene*), indem wir 

die Tangente aus A an die tf/-Kurve ziehen. 

Ist die äussere Kraft nicht die Schwerkraft, sondern z, B. 



Fig 61. 



>) Die Unterschiede der Flüssigkeitsdichten sind in der Figur natürlich der 
Deudichkeit halber sehr stark übertrieben. Die in Wirklichkeit auftretenden 
Dichtigkeitsunterschiede würden sich in unserer Figur gar nicht zeichnen lasten. 
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die Anziehungskraft einer Wand (Adhäsion), so gelten genau 
dieselben Betrachtungen. Weit von der Wand hat das 
Potential dieser Anziehung seinen höchsten Wert Nähert 
man sich der Wand, so nimmt das Potential ab; um das 
totale Potential konstant zu erhalten, muss das thermody- 
namische Potential wachsen. Wir haben also grössere 
Dichte ') an der Wand, und die Zunahme der Dichte mit 
der Entfernung lässt sich sofort angeben, sowie das Wir- 
kungsgesetz der anziehenden Kraft bekannt ist. 

§ 63. Die kapillare Dampfspannungszunahme^ abgeleitet 
aus der Konstanz des totalen Potentials. 

Nehmen wir schliesslich ein Beispiel aus der Kapillarität. 
Die Koexistenzbedingungen, die wir bis jetzt ableiteten, 
galten immer für ebene Trennungsflächen. Für gekrümmte 
Flächen ist der Koexistenzdruck ein anderer. Grewöhnlich 
wird diese Druckänderung berechnet, indem man die Ein- 
wirkung der Schwerkraft zu Hilfe zieht, und zwar auf die 
folgende Weise. Man denkt sich eine Röhre von kreisför- 
migem Querschnitte xr*, in welcher eine Flüssigkeit um h cM. 
angestiegen ist über das Niveau der Flüssigkeit ausserhalb 
der Röhre. Sei der Randwinkel ä, und ö* die Oberflächen- 
spannung, dann wird die Flüssigkeitssäule nach oben gezogen 
mit einer Kraft: 

2Trö-cosÄ. 

Sie wird nach unten gezogen mit einer Kraft gleich 
ihrem eigenen Gewichte, vermindert um das Gewicht des 
verdrängten Dampfes = it r^gh (p^i — Pd). 

Also: 

2 ö-cos X = rgA (pfi — Pd)- 



>) Dass zwar die Dichte, aber nicht der äussere Druck grösser ist, obgleich 
4//a', und also dp, (S. 198) nicht Null ist, wird aufgeklärt werden durch die Betrach- 
tungen des folgenden Abschnittes. 
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Nun ist die Druckabnahme im Dampfe in der Höhe h nach 
unserer soeben gebrauchten Formel: 

dp = — pogh. 
Es ist also der Druck des Dampfes an der gekrümmten 

Oberfläche (deren Krümmungsradius R = J, um dieses dp 

geringer, also nach der soeben abgeleiteten Gleichung für A, 

So die gewöhnliche Ableitung. Man kann diese Formel 
jedoch auch ableiten ohne Anwendung der Schwerkraft, was 
prinzipiell viel besser ist, weil ja mit der Schwerkraft ein 
dem Sachverhalte ganz fremdes Element in die Lösung 
hinein gebracht wird. 

Denken wir uns eine der Schwerkraft entzogene Flüssig- 
keitsmenge, im Gleichgewichte mit ihrem Dampfe. Die Flüs- 
sigkeit wird sich zu einer Kugel zusammenballen. Aus zwei 
Gründen wird der Druck in dieser Kugel grösser sein als 
der Druck in einer Flüssigkeitsmasse, welche bei derselben 
Temperatur durch eine ebene Trennungsfläche mit ihrem 
Dampfe in Berührung steht. Die gekrümmte Oberfläche übt 

2<r 
nämlich einen Druck von -^ nach innen aus; um so viel 

wird also der Druck in der Flüssigkeit g^rösser sein als der 
im koexistierenden Dampfe. Aber auch dieser ist schon grösser 
als der Druck im gewöhnlichen Falle. Denn da der Druck 
in der Kugel grösser ist als der gewöhnliche, wird auch 
das thermodynamische Potential dort grösser sein als im 
gewöhnlichen Falle. Das thermodynamische Potential in 
der Flüssigkeit ist aber ebenso gross wie das im Dampfe. 
Denn wir denken uns das ganze System äusseren Kräften 
entzogen ; wir können also deren Potential P konstant oder 
Null annehmen, und das thermodynamische Potential (Jt/ in 
Dampf und Flüssigkeit ist gleich dem totalen Potentiale fji, ; 
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Fig. 60. 



es muss also auch das thermodynamische Potential im Dampfe, 

und somit der Druck dort, 
höher sein als im gewöhn- 
lichen Falle. Sei nun die 
Druckdifferenz zwischen 
dem Drucke, den wir ge- 
wöhnlich als den Sätti- 
gungsdruck bei dieser 
Temperatur ansehen, und 
dem jetzt in der Flüssig- 
keit herrschenden Drucke 
p" —p (Fig. 60). und die 
zwischen dem ersteren 
und dem Drucke im 

Dampfe p^ — p, dann ist die Änderung des thermodyna- 

mischen Potentials für die Flüssigkeit: 

und für den Dampf: 

wenn wir annehmen, dass die Druckänderungen p'' — / und 
f — p so gering sind, dass wir die damit korrespondierenden 
Dichteänderungen vernachlässigen dürfen. 

Aus der Gleichheit des thermodynamischen Potentials in 
dem Dampfe und der Flüssigkeit folgt dann: 

'Dn(p"-P) = v^{p' ^P). 
Nun ist aber der Druckunterschied zwischen der Flüssigkeit 
und dem Dampfe: 

p — /, 
bedingt diu-ch die Krümmung der Fläche, und dieser Unter- 
schied ist nach der bekannten Ableitung in der Kapillari- 

2<r 
tätslehre: -^; es ist also: 

P -P—R' 
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und: 



daher: 






P'-P = 



Vpi 2^ 



Vd — Vfi R* 
dieselbe Formel wie oben (S. 203). 

Die Rechnung wird illustriert durch unsere graphische Dar- 
stellung des thermod}mamischen Potentials. Statt des Druckes 
/ haben wir in der Flüssigkeit den Druck p"; zu diesem 
gehört das grössere Potential OF statt OA, wir finden also 
den koexistierenden Dampf, indem wir die Horizontale durch 
F ziehen, und dies ergibt im Dampfe den Druck p^. 

Natürlich können wir dasselbe aus dem Diagramm für die 
;p-Funktion ableiten. Statt des Druckes / (Fig. 62) für die 
koexistierenden Phasen unter gewöhnlichen Bedingungen, und 
dem damit korrespondierenden spez. Volumen der Flüssigkeit Vj?j 
imd des Dampfes Vj^ haben wir hier da« geringere spez. Volumen 
v^pi und damit 

den grösseren 
Druck /'. Statt 
des thermodyna- 
mischen Poten- 
tials OA haben 
wir also hier das 

Potential OB. 
Wir finden das 

spez. Volumen 
und den Druck 

der Gasphase, 
indem wir aus B 
eine Tangente an 

die Kurve ziehen. Die Gasphase gehört also zu den gewöhn- 
lich als metastabil betrachteten Phasen. 




Fig. 62. 
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Es könnte scheinen, als ob wir hier in Widerspruch gerie- 
ten mit unserem früheren Resultate (S. 198), welches ergab, 
dass in einem Räume, wo das thermodynamische Potential yJ 
konstant ist, auch der Druck überall gleich g^ross sein muss. 
Aber es liegt hier in der Tat kein Widerspruch vor, da 
das thermod}mamische Potential im jetzigen Falle nicht kon- 
stant ist. Zwar hat es in der Flüssigkeit denselben Wert wie im 
Dampfe, aber in der Übergangsschicht zwischen beiden hat 
es andere Werte. Und es ist nun natürlich sehr gut möglich, 
dass bei dem Durchgange durch diese Schicht die Änderungen 
von yJ sich kompensieren, während die von /, welche mit 
den ersteren durch die Gleichung: 

dyJ = vdp, 

verbunden sind, eine endliche Summe haben. Freilich muss 
dann auch wegen der Variabilität von yJ in der Übergangs- 
schicht dort das Bestehen äusserer Kräfte angenommen 
werden. Dadurch wird dann aber wieder die Berechtigung 
unserer obigen Annahme fraglich, dass das Potential P und 
somit auch yJ in dem Dampfe und der Flüssigkeit gleich 
gross ist. Doch wird nähere Betrachtung unsere Annahme 
bestätigen. Aber um diese Fragen zu beantworten, ist eine 
eingehendere Theorie der Kapillarschicht nötig, zu welcher 
wir jetzt übergehen. 



VIERTER ABSCHNITT. 

THERMODYNAMISCHE THEORIE DER KAPILLARITÄT. 

Kapitel I. 

Die Laplacesche Theorie der Kapillarität. 



§ 64. Die Potentialfunktion der Kapillarität. 

Wir wollen der thermodynamischen Theorie der Kapil- 
larität eine kurze Besprechung der klassischen Kapillaritäts- 
theorie von Laplace vorausschicken. 

Jedoch mit einer Abweichung. Laplace führt nämlich zwei 
Funktionen ein: das Potential der kapillaren Anziehungs- 
. kraft, das er — H (/) nennt, wo / der Radius vector ist, 
gerechnet von dem Punkte, von dem die anziehende Kraft 
ausgeht, und ein Integral dieser Funktion, — /FI {f)fdfz=!^ (/), 
Sowohl n (/), als Tp (/) sollen fiir endliche Werte von /* ver- 
schwinden, und zwar stellt Laplace sich dabei nicht vor, 
dass die Werte sehr klein werden, sondern er nimmt eine 
wirkliche »Wirkungssphäre" an, d. h. eine Sphäre, über die 
die Wirkung überhaupt nicht hinauskommt. Mit der Frage, in- 
wieweit solche Kräfte in der Natur vorkommen, und ob sie 
anal3rtisch auszudrücken sind, hat Laplace sich nicht be- 
schäftigt. 

In diesem Punkte nun wollen wir schon sofort von Laplace 
abweichen, indem wir von Anfang an zeigen, dass es Kräfte- 
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funktionell gfibt, die der Forderung genügen, dass n (/) 
und sogar ^f/ (/) für endliche Werte von / verschwinden. *) 

So viel ist gewiss, dass diese Funktion keinenfalls die 
der Newtonschen Anziehungskraft sein kann; die Potenz 
der Entfernung müsste sehr viel höher als zwei sein, damit 
die genannten Funktionen bei endlichen Entfernungen ver- 
schwinden. Damit wird aber eine einfache Potenz der Ent- 
fernung wenig wahrscheinlich, da wir sonst nirgends in der 
Natur Kräfte anzunehmen Grund haben, die radialer Art 
sind, und eine andere Potenz als — 2 aufweisen. Ich will 
mich damit nicht auf den oft von mir bestrittenen Stand- 
punkt der Newtonschen Lehre stellen, die solche Kräfte 
als unvermittelte Femwirkungen ansieht. Im Gegenteile 
betrachte ich diese scheinbaren Femkräfte als vermittelte 
Druck- oder Zugkräfte, in dem Sinne wie auch die heutige 
Elektronentheorie dies tut. Das jedoch scheint mir richtig 
in der Femwirkungstheorie, dass sie alle Kräfte radialer 
Art in der Natur als abhängig von der zweiten Potenz ansieht. 

Erwägungen dieser Art haben mich dazu geführt als 
Potential der Kapillarkräfte aufzustellen die Funktion: 

-n(/) = ^"^ (1). 

Diese Formel liefert für die Kraft: 

dn(/) _ Ae l \ Ae i 
df - f "^A / • 

Für sehr kleine Werte von y^ für die ^ 1=1 ist, und 
das erste Glied das zweite weit überwiegt, wird also die 
Kraft umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung, 
aber mit grösseren Werten von /nimmt sie sehr viel schneller 



') Die Behandlung fast genau wie sie bei Laplace Torkommt, findet sich 
Continuität, I. S. H— 19. 
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ab; nimmt man für A eine Grösse von den Dimensionen 
eines Moleküls, so müssen n (/) und t^ (/) für alle messbaren 
Werte von f verschwinden. 

Man könnte versuchen diese Anziehungskraft zu deuten 
als eine Newtonsche Kraft, von einem Zentrum ausgehend, 
deren Kraftlinien aber mehr und mehr von dem Medium 
absorbiert werden. In der Tat habe ich eine Zeit lang 
geglaubt, dass diese Deutung die richtige sei, musste jedoch 
seither einsehen, dass sich der näheren Begründung g^rosse 
Schwierigkeiten entgegenstellen. So müssen wir auf solche 
Begründung verzichten, und die Funktion einfach als eine 
mögliche einftüiren. 

§ 65. Anziehung einer Kugel auf eine Säule ausserhalb 

dieser Kugel. 

Die erste Frage, die Laplace sich stellt, ist nun diese: 
Welche Anziehung übt eine Kugel auf eine Flüssigkeitssäule 
aus, ausserhalb dieser Kugel gelegen, normal zur Oberfläche 
derselben, und deren Fuss sich auf die Kugel stützt?*) 

Wir denken uns den Mittelpunkt der Kugel im Koordinaten- 
ursprunge A/'(Fig. 63), und schlagen eine Schale vom Radius«, 
U'\' du um denselben. Auf der einen Achse, in P^ in einer 
Distanz r vom Ursprünge beginne die Flüssigkeitssäule, deren 
Achse sich ausdehnt in der positiven Koordinatenrichtung. 
Wir konstruieren nun in der Schale Q ein Volumelement: 

t^dusin^dAddi, 

Die Masse innerhalb dieses Elementes ist, wenn p die 
(gleichmässige) Dichte der Kugel vorstellt: 

p^ du sin dt dcc. 

Laplace fuhrt die Dichte nicht ein, da sie zu seinem Zwecke, 



') Wo hier und im folgenden Flüssigkeit steht, soll darunter sowohl 
Flüssigkeit als Gas verstanden werden. 

14 



210 



H 



der Ableitung der bekannten Formel K'\'-r, nicht nötig ist; 

für unsere Zwecke ist es jedoch besser, gleich mit der Dichte 
Rechnung zu halten. 

Die Entfernung zwischen P und dem Volumelemente in Q 
sei f^ dann ist, — da, wie gesagt, bei Laplace — n (/) das 




Fig. 63. 

Potential der Anziehungskraft bedeutet — , das Potential in 
P zufolge des Volumelementes in Q\ 

— U{/)pu^dustn6 dAda^ 
oder wenn wir für — n (/) unsere Funktion (1) einftihren : 

pt^dusini didca .... 



/ 



(2) 



Um das Potential der ganzen Schale zu finden, integrieren 
wir zuerst nach u. Dies ergabt in (2) nur Ersetzung von du 
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durch 29r. Bei der Integration nach 6 haben wir zu beden- 
ken, dass/ Funktion ist von 6, nach der Gleichung: 

/• = f* + «* — 2ur cosd 
daher: 

/d/^=ursmd ddf 

und zwar sind die Grenzen für 6 = 0: /= r — u, für 6 = ^: 

/= r-^-u. Setzen wir ^-^ für sin 6 dd in das Integral ein, 

SO können wir jetzt nach f, statt nach d, integrieren zwi- 
schen den hier erhaltenen Grrenzen. Das Potential der Kugel- 
schale wird also: 

r+ u 

f DU _L du l ^ + " ^— " \ 

— \2TrA- — e x dud/=:i27rAxpu — [e x — e % j. 

r — u 

Wenn wir aus diesem Potentiale die Kraft in P ableiten 
wollen, haben wir nach r zu differenzieren und das Vor- 
zeichen zu ändern. Wollen wir dann die Kraft auf die ganze 
Säule berechnen, so müssen wir wieder nach r integrieren, 
und zwar zwischen r^ und r^ dem Anfang imd dem Ende 
der Säule. Es habe die Säule weiter einen Querschnitt gleich 
der Einheit und die (konstante) Dichte p, dann wird die 
Kraft auf die ganze Säule, da die Differentiation und die 
Integration sich ausgleichen: 



K=-p 



Potential 



und mit dem obigen Werte für dieses Potential 
du( 



. du/ — !1±^ rx-^u ^ 

— 2vAxp^u—\e X —e '^ 1 + 



du I ^ ^^'^^ _ ^• — *< \ 
'\'2xAxp^u— le X —e x l 

Um die Anziehung der ganzen Kugel zu finden, müssen 
wir diesen Ausdruck noch nach u integrieren, und zwar 
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zwischen den Grenzen und b, wo b den Radius der Kugel 
bedeutet. Wenn wir dabei bedenken, dass die Säule auf 
der Kugel ruhen soll, so wird auch ro = ^. 

Nun ist A eine Grösse von der Ordnung der Molekulardimen- 

sionen, es verschwinden also jedenfalls e i ^und^ V * 

und wenn wir die Säule als von endlicher Ausdehnung denken, 
so dass die Anziehung der Kugel auf die obere Grenze ver- 

rx — u 

schwindet, wird auch e~ x = 0. Es bleibt also nur übrig 

b — u 

e i . 
Führen wir jetzt als neue Veränderliche z ein, definiert durch : 
== i — u, also flfe = — du. 

Für «^ = 0, ist 2 = i ; für « = i, ist 2 = 0. Es geht also : 

b 
rudu *-« 



— 2xAXp''h 



b ' ' 



über in: 








2^Axp^\ '^~^^'^ e-T. 



f± 



b 
b 

oder, wenn wir die Grenzen umkehren: 

b b 

— ^TrAXp^je xdz + 2Tr — ir~ \ ze i dz. 



Nun ist: 
b 

I e'"xdz = — ?^\e^X = — a|^~I— ij. 


Da wir b als sehr gross im Verhältnisse zu A annehmen, erhal- 
ten wir: * 

1 ^ ~ T flfe = A. 




213 

Durch partielle Integration finden wir ebenfalls leicht: 
b 



/' 




somit erhalten wir für die Anziehung: 

oder, wenn wir setzen: 

K= — 2irAx^ p" H= — 2tAx' p\ 

die Laplacesche Form: 

Es zeig^ sich also, dass Hx Mal kleiner ist ^^s K\ A muss 
eine sehr grosse Zahl sein, da ja K, obgleich proportional 
mit A^ so grosse Werte annimmt. 

§ 66. Anziehung auf eine innerhalb der Kugel gelegene 
Säule. Die Hauptformel der Kapillarität. 

Die hier abgeleitete Gleichung gilt für alle Werte von b, 
somit auch für i = oo. Die Anziehung einer durch eine 
Ebene begrenzten Flüssigkeitsmasse auf eine Säule, welche 
auf der Ebene ruht, ist cJso K. Nun macht Laplace 
die Bemerkung, dass wenn wir 
eine Kugel in einer Ebene spie- 
geln und die schraffierten Teile 
(Fig. 64) völlig angefallt denken, 
der oberhalb der Ebene gelegene 
Teil die Säule genau soviel nach Fig. 64. 

unten zieht wie der unterhalb 

gelegene. Dies befiremdet auf den ersten Blick. Nehmen wir 
aber zu einem Punkte P sein Spiegelbild Q und ziehen wir 
QB parallel zur Ebene, ö-^ und QC {yfohe\AB=BC). Es 
leuchtet ein, dass Q nur auf den oberhalb A gelegenen Teil der 
Säule wirkt, denn der Teil AB wird gerade so viel nach 
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unten gezogen wie der Teil BC nach oben. Zu dem ober- 
halb A gelegenen Teile der Säule lieget aber Q gerade so, 
wie P zu dem Teile, auf welchen der letztere Punkt seine 
Anziehung ausübt, denn es ist natürlich QA parallel zu 
PC. Selbstverständlich ist wieder angenommen, dass die 
Anziehung von Q nicht bis zum oberen Ende der Säule reicht. 

ZT 

Der ganze schraffierte Teil zieht also mit einer Kraft 2-r. 

Denken wir uns daher einen Körper mit einem kugelförmigen 
Hohlraum (Fig. 65) und eine darin steh- 
ende Säule, so zieht dieser Körper die 

ZT 

Säule an mit einer Kraft üT-f- -j-. Füllen 



wir den Hohlraum aus, so ist die Säule im 
Gleichgewichte, somit muss eine Kugel auf 
eine innerhalb derselben gelegene Säule 

gleichfalls wirken mit einer Kraft ür+ j-. 

Es scheint, als ob wir dieses Resultat auf ziemlich umständ- 
lichem Wege erreicht hätten. Man könnte glauben, aus der 

LT 

Form K — j- sofort dazu zu gelangen, wenn man den Radius 

nicht nur unendlich, sondern weiter auch negativ werden lässt. 
Jedoch zeiget sich die Unzulässigkeit dieses Verfahrens, wenn 
man die Betrachtung gleich mit einem ausgehöhlten Körper, 
d. h. mit negativen Werten von b, anfängst ; man stösst dann 
auf Schwierigkeiten, die zeigen, dass die Änderung des Vor- 
zeichens von b nicht ohne weiteres gestattet ist. So muss man 
den längeren, von Laplace angegebenen Weg beschreiten. 
Die Oberfläche einer Flüssigkeitskugel wird also nach 

ZT 

innen gezogen mit einer Kraft iir+-y. Es ist dann leicht 

zu zeigen, und wir dürfen diesen Beweis wohl als be- 
kannt voraussetzen, dass ein Teil der Oberfläche einer 
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Flüssigkeitsmasse von anderer Gestalt eine Anziehung 



Mit der Aufstellung dieser Formel ist eigentlich schon 
die ganze Behandlung der Kapillaritätstheorie bei Laplace 
erschöpft. Freilich lassen sich aus ihr eine grosse Anzahl 
Folgerungen ziehen, z. B. über die Steighöhe in Kapil- 
larröhren, die Gestalt von Flüssigkeitstropfen und Gas- 
blasen, etc. ; kurz alle Anwendungen der Kapillaritätstheorie 
kann man daraus ableiten, und diese Anwendungen wer- 
den auch schon von Laplace gegeben. Aber man kann 
noch ganz andere Fragen stellen, die Laplace nicht be- 
achtet hat. 

§ 67. Fragen^ die sich an Laplace's Behandlung anknüpfen. 
Flüssigkeit in Beriihrung mit ihrem Dampfe. 

So ist es z. B. sehr merkwürdig, dass die Grösse K aus 
allen diesen Rechnungen über die Gestaltung von Flüssig- 
keitsmassen herausfällt, und man nur Ä" übrig behält. Und dies 
nicht etwa, weil K klein gegenüber ZT wäre. Im Gegenteile 
haben wir gesehen, dass K sehr gross ist gegenüber H. 
Auch Laplace weiss das sehr gut; ja er hält K für noch 
viel grösser als wir jetzt. Aus der Annähme, die, wenn sie 
uns auch sonderbar anmutet, ganz verständlich ist im Rahmen 
von Laplace's Zeit, dass nl. die Anziehung von Wasser 
auf Wasser derjenigen von Wasser auf Licht gleich sei, 
berechnet er für -AT das Gewicht einer Wassersäule, deren 
Höhe 10,000 Mal die Entfernung von der Erde zur Sonne 
beträgst. Und doch spielt diese immense Grrösse in seiner 
Theorie eigentlich garkeine Rolle. Dies hat mich von 
Anfang an gewundert, und meine »Continuität" ist hervorge- 
gangen aus dem Bestreben, diese Grrösse näher kennen zu 
lernen. 
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Aber noch andere Fragen lassen sich stellen. Laplace 
findet, dass eine Flüssigkeit je nach der Form ihrer Ober- 
fläche unter wechselndem Drucke steht. Es liegt für uns 
nahe, zu fragen, ob sich dadurch die Eigenschaften dieser 
Flüssigkeit nicht ändern, ob z. B. eine ihrer am meisten 
betrachteten Eigenschaften, ihr Dampfdruck bei einer bestimm- 
ten Temperatur, keine Änderung erfährt? Denken wir uns 
z. B. einen Raum, in dem es nur Flüssigkeit und ihren 
Dampf gibt; ordnen wir die erstere, indem wir die Wirkung 
der Schwerkraft ausschliessen, einmal so an, dass sie von 
flachen Wänden begrenzt wird (etwa als Flüssigkeitshäutchen), 
und überlassen wir sie darauf sich selbst, so dass sie sich 
zu einer Kugel zusammenzieht. Wird dann (bei gleicher 
Temperatur) der Druck in beiden Fällen verschieden sein? 

Es ist leicht ersichtlich, dass diese Frage bejaht werden 
muss, wie wir schon am Schlüsse des vorigen Abschnittes 
sahen. Aber zur Beantwortung dieser Frage gelangt Laplace 
schon deshalb nicht, weil er sich überhaupt nicht die Frage 
stellt, wie die Kapillarerscheinungen werden, wenn eine 
Flüssigkeit und ihr Dampf sich berühren. Er denkt sich 
immer den Fall einer Flüssigkeit im leeren Räume oder in 
Berührung mit Luft. Nun schliessen wir den letzteren Fall 
aus; er würde zu seiner Behandlung eine Theorie der ter- 
nären Gemische voraussetzen. Aber wir wollen jetzt einmal 
sehen, welche Konsequenzen sich ergeben aus den Laplace- 
schen Annahmen, angewandt auf eine Kugel in ihrem Dampfe 
schwebend, unter Ausschluss der Gravitation. 

Es sei der äussere Druck (Druck auf die Wände des Gefässes) 
/, der Molekulardruck in der homogenen Dampfrnasse Äi,. 
Nun wird der Teil der Dampfinasse, der sich nahe der 
Grrenze Dampf-Flüssigkeit befindet, von dem Dampfe nach 

unserer Berechnung angezogen mit einer Kraft K ^, oder 

— da, wie wir früher sahen, H und K mit ^ proportional 
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(fjf\ J^ ff 

Wie leicht einzusehen ist, wird diese Dampfmasse von der 

Flüssigkeit angezogen mit einer Kraft [K' T-)Pi^Pfl,und 

es ist somit der Druck, den der Dampf auf die Flüssigkeit 
ausübt : 

Die Oberfläche der Flüssigkeit wird von den nach innen 
gelegenen Teilen angezogen mit der Kraft (üT' + --r-j/»Vr» 
der Dampf zieht diese Oberfläche an mit der Kraft 
1/?^ + -^ JPdPf«. Es wird somit der totale Druck im Innern 
der Flüssigkeit: 

+ (k'+^p*„ - (k' + ^p.p,.. 

oder, da Kj, = K^ p^n, wenn wir die Grenzen der Gasmasse 
flach annehmen, oder diese selbst sehr ausgedehnt, so dass 
ihr Radius sehr gross wird: 

Wir sehen also, dass der Molekulardruck (wenn wir K im 
Gegensatze zu dem „ Kapillardruck " ^so nennen wollen) im 
Innern einer Flüssigkeit nur von der dort stattfindenden 
Dichte abhängig ist, während der Kapillardruck mit bestimmt 
ist durch die Dichte des Dampfes an der Oberfläche. Es folgt 
weiter, dass der Kapillardruck mit steigender Temperatur 



') Qjy und g^^ bedeaten im folgenden, wie gewöhnlich, die Dichte des 
Dampfes mid der Flüssigkeit. 



^* 
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abnehmen muss, um bei der kritischen Temperatur zu ver- 
schwinden. 

Dieses Resultat, so wie das frühere über die Dampfdruck- 
zunahme, steht unbedingt fest, und jede Theorie der Kapil- 
larität, die Anspruch auf Gültigkeit erheben will, muss dazu 
gelangen. Aber dass die Laplaceschen Annahmen dazu 
führen, genüget noch nicht um ihre Richtigkeit zu erweisen. 
Im Gegenteile lieget in der obigen Gleichung sogar der Beweis 
ihrer Unrichtigkeit. Denn das Experiment hat ergeben, dass 
(Pfi — PdT ini kritischen Punkte gleich Null wird, dass der 
Differentialquotient dieser Grösse nach der Temperatur im 
kritischen Punkte jedoch nicht verschwindet, sondern oo wird *). 
Es müsste also nach der auf der vorigen Seite gefundenen 
Beziehung auch der Differentialquotient der Kapillaritäts- 
konstante nach der Temperatur im kritischen Punkte nicht 
verschwinden, was sowohl mit rein thermodynamischen 
Betrachtxmgen *), als mit den experimentellen Daten im 
Widerspruche steht. 

§ 68. Laplace's Annahme einer konstanten Dichte bis an 
die Grenze der Flüssigkeit ist aufzugeben. 

Es war dieser Widerspruch zwischen dem Experimente und 
der Thermodynamik einerseits, und den notwendigen Konse- 
quenzen der Laplaceschen Anschauungen andererseits, der 
mich veranlasste eine Kapillaritätstheorie, auf anderen Voraus- 
setzungen aufgebaut, auszuarbeiten. Um den Ausgangspimkt 
dieser Theorie richtig zu verstehen, wollen wir zusehen, 
welche der Laplaceschen Annahmen einer Änderung bedarf. 

Betrachten wir einmal genauer, auf welche Weise in der 
Laplaceschen Theorie z. B. die Steighöhe in einer Kapillar- 
röhre gefunden wird. Wir berechnen dann den Druck in 



') S. 68. 
") S. 190. 
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A und B (Fig. 66), und stellen diese zwei. Grössen einander 

gleich, gemäss dem Satze, dass in einer Flüssigkeit in einer 

Horizontalebene der Druck gleich sein muss. Aber was ist 

eigentlich dieser Druck, dessen Gleichheit wir 

als so axiomatisch gewiss betrachten ? Doch 

sicherlich nicht der äussere, hydrostatische Druck, 

also der Druck auf den Boden des Gefässes, 

falls sich dieser in der Ebene AB befinden pj gg 

würde, oder der Druck, den ein Manometer in 

dieser Ebene anzeigen würde. Denn um zu der Formel für 

die Steighöhe zu gelangen, berechnen wir ja die „Drucke" 

in A und B, indem wir zu dem äusseren, hydrostatischen 

LJ 

Drucke den Molekulardruck ÜT, und den Kapillardruck -y 

hinzuzählen, und wir wissen, dass wir auf diese Weise weg^en 
des grossen Wertes von K zu einem Betrage kommen, der 
tausende Male grösser ist als der äussere Druck. Aber 
gerade für den äusseren, hydrostatischen Druck ist doch 
der Satz von der Gleichheit in einer Horizontalebene abge- 
leitet. Wie kommen wir dazu, diese Eigenschaft auf eine 
ganz andere Grösse zu übertragen; welcher Art ist über- 
haupt die letztere, die wir auch Druck nennen? 

Diese Frage hat Laplace sich nie gestellt, eben so wenig 
wie eine andere, die nahe damit zusammenhängt. Wir haben 
oben gesehen, dass eine Flüssigkeitskugel unter einem grossen 
allseitigen Drucke (K) steht ; wie kommt es, dass sie dadurch sich 
nicht zusammenzieht? Für Laplace hatte diese Frage keinen 
Sinn, da man in seiner Zeit, nach dem berühmten Experimente 
mit der goldenen Kugel, annahm, dass Flüssigkeiten nicht 
zusammendrückbar seien ; sonderbar genug, da man wusste, 
dass sie sich bei der Abkühlung zusammenziehen. Dadurch 
schnitt man sich aber die Möglichkeit ab, einen Zusammenhang 
zwischen Volumen und Druck nachzuweisen ; eine Erklärung 
des Druckes wurde dadurch unmöglich ; auch wenn man sich 
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also die Frage gestellt hätte, welcher Art dieser Druck in 
A und B sei, so hätte man sie doch nicht beantworten 
können. ') 

Diese ganze Betrachtungsweise ist charakteristisch für die 
Ansichten jener Zeit. Man dachte sich einen Körper von 
bestimmter Konstitution; dieser konnte nun einen Druck 
aufweisen oder nicht, ohne dass seine Konstitution sich des- 
wegen im geringsten zu ändern brauchte. Oberflächlich 
scheint diese Ansicht ja vieles für sich zu haben. Denken 
wir uns einen Tisch, auf den wir ein schweres Gewicht 
legen. Augenscheinlich verändert sich dieser dadurch nicht 
im geringsten. Aber wir begnügen uns jetzt nicht mehr, 
wie damals, auf die Frage, weshalb dieses Gewicht jetzt 
nicht falle, die Antwort zu geben, dass dieser Tisch eine 
Reaktionskraft ausübe, sondern wir stellen die Frage, wie 
denn diese Reaktionskraft entstehe. 

Darauf könnte man antworten, dass sie eine abstossende 
Kraft sei zwischen dem Tische und dem Gewichte. Jedoch 
es Hessen sich daraus Schlüsse ziehen über die Energfie, welche 
aus dieser abstossenden Kraft resultieren müsste, die nicht 
annehmbar sind. Wir nehmen deshalb jetzt an, dass der 
Gravitationskraft des Gewichtes das Gleichgewicht gehalten 
wird durch den Antrieb, welchen die Moleküle des Tisches 
durch ihre Bewegung auf das Gewicht übertragen. Je schwerer 
das Gewicht — so nehmen wir an — um so grössere 
Gestaltänderungen erleidet der Tisch, und um so zahlreicher 
sind die Stösse der Moleküle gegen das Gewicht. Diese 
Stösse haben also in so weit dasselbe Resultat wie eine 
abstossende Kraft, dass sie der Gravitation die Wage 
halten, aber es ist keine gegenseitige Energ^ie des Tisches 
und des Gewichtes dadurch bedingt 

') Aus diesem Grunde hat Laplace, wie wir oben (S. 209) sahen, die 
Dichte nicht in seine Rechnung eingeführt; diese Einführung würde nach seiner 
Ansicht nur die einer Konstanten mehr sein. 
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Ähnliches tun wir nun auch in unserem Falle. Wir 
suchen eine KIraft, die dem vereinigten äusseren Drucke und 
Molekulardrucke (eventuell auch dem Kapillardrucke) die 
Wage halten kann. Nun könnte man auch hier eine abstos- 
sende Kraft zwischen den Molekeln annehmen, wie man 
dies lange Zeit getan hat. Aber man hat diese Annahme 
aufgeben müssen, nachdem Joule gezeigt hatte, dass bei 
einer Ausdehnung eines Gases, die ohne Arbeitsleistung statt- 
findet, keine Energieänderung eintritt. So nehmen wir jetzt 
an, dass der Druck in der Flüssigkeitsmasse kinetischer 
Natur ist. Er ist gleich dem Bewegungsmomente, das in 
der Zeiteinheit von den Molekülen getragen wird durch 
die Oberflächeneinheit einer imagfinären Scheidewand inner- 
halb der Flüssigkeit Dieser kinetische Druck, der also 
nur abhängt von der Geschwindigkeit der Moleküle und 
der Zahl der Zusammenstösse mit dieser imaginären Scheide- 

RT 

wand, wird in der Zustandsgieichung dargestellt durch r. 

Die Zustandsgieichung setzt fest, dass er gleich dem Drucke 
von äusseren Kräften herrührend, /, vermehrt um den 
Molekular- und Kapillardruck sein muss, obgleich letzterer 
wegen seiner geringen Grösse meistens weggelassen wird. 
Für diesen kinetischen Druck nun lässt sich leicht einsehen, 
dass er in unserem obigen Beispiele in A und B gleich sein 
muss. Es folgt dies schon daraus, dass der kinetische Druck 
in einem bestimmte Punkte nur von der Temperatur und der 
Dichte in diesem Punkte abhängt, denn die Temperatur 
und die Dichte in A und B (Fig. 66) müssen gleich sein, 
da diese Teile der Flüssigkeit im Gleichgewichte stehen, 
während es keine Kräfte giebt, die bewirken, dass der 
Übergang eines Moleküls von A nach B leichter oder 
schwerer zustande kommt als der umgekehrte. Unter diesen 
Umständen muss aber Gleichheit der Dichte in A und B 
eintreten, denn hätte die Flüssigkeit z. B. in A grössere 
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Dichte als in -ff, bei gleicher Temperatur, d.h. wären in 
einem Volumelemente in A mehr Moleküle anwesend als in 
B , während die mittlere Geschwindigkeit gleich ist, so würden 
— da es keine Kräfte gfiebt, die dem entgegenarbeiten — 
mehr Moleküle von A nach B gehen als umgekehrt, und 
dies wird so lange dauern, bis die Dichte in A der in B 
gleich geworden ist. 

Es ist also der kinetische Druck in A gleich dem in B. 
Nun ist aber der kinetische Druck in A gleich dem äusseren 
Drucke im Dampfe, vermehrt um den Molekulardruck iSTund 
den hydrostatischen Druck der Säule von A bis zur Ober- 
fläche; der kinetische Druck in B ist gleich dem äusseren 
Drucke im Dampfe, vermehrt um den Molekulardruck ÜT, 

den Kapillardruck j- und den hydrostatischen Druck der 

Säule oberhalb B, und dies gibt — wenn wir den Unter- 
schied zwischen dem Drucke im Dampfraume in verschie- 
dener Höhe vernachlässigen — durch Gleichsetzung die 
bekannte Formel fiir die Steighöhe. 

Die Einführung dieses kinetischen Druckes ermöglicht 
ebenso die Antwort auf die Frage, weshalb die Kugel sich 
nicht weiter zusammenziehe. Aber sie erlaubt eine weitere 
Konsequenz zu ziehen. Es muss nämlich der kinetische Druck 
gleich dem äusseren Drucke, vermehrt um den Molekular- 
druck sein. Nun wird aber letzterer immer kleiner, wenn wir, 
aus dem Innern der Flüssigkeit kommend, die Oberflächen- 
schicht durchschreiten, während der äussere Druck konstant 
bleibt ; folglich muss auch der kinetische Druck abnehmen. 
Dieser hänget jedoch aufs engste mit der Dichte zusammen ; 
also kann die Dichte im Innern nicht deijenigen an der 
Oberfläche gleich sein, und wir müssen diese Annahme 
Laplace's fallen lassen. 

Zu diesem Resultate kommt man auch noch auf anderem 
Wege. Laplace nimmt an, dass die Dichte im Innern genau 
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dieselbe ist, wie an der Oberfläche. Nun ist aber die Energie 
eines Volumelementes von gleicher Dichte an der Oberfläche 
sicher grösser als im Innern. Denn ein Teilchen verliert 
Energie, wenn es in die Nähe anderer Moleküle kommt; 
nun ist ein Element im Innern ganz von der Flüssigkeit 
umgeben, hat also mehr Energie verloren als ein Ober- 
flächenelement. Die Entropie eines Oberflächenelementes 
wird wahrscheinlich der eines Elementes im Innern bei gleicher 
Dichte gleich sein, denn die Entropie hängt wahrscheinlich 
nur von der Dichte ab. ') Da aber die Energie verschieden 
ist, muss dann auch die freie Energie, und das thermody- 
namische Potential im Innern anders sein als an der Ober- 
fläche. Wir kommen somit in Widerspruch mit dem ther- 
modynamischen Gleichgewichtsprinzip, denn in einer Phase 
von überall gleicher Dichte muss das thermodynamische 
Potential, wie wir wissen, überall gleich gross sein. 



*) Wir kommen darauf bald znrück. 



Kapitel n. 

Die Gleichgewichts- und Stabilitäts- 
bedingungen. 



§ 69. Anwendung des Gleichgewichtsprinzips auf stetige 
Dichteänderungen. 

Wir müssen aus den Gründen, im vorigen Kapitel ange- 
fahrt, die Laplacesche Annahme aufgeben, und Abnahme 
der Dichte vom Innern der Flüssigkeit bis in den Dampf 
annehmen. Diese Abnahme braucht nicht stetig zu sein; 
sie könnte in Sprüngen erfolgen. Aber dadurch würde die 
Rechnung ausserordentlich erschwert werden. Aus diesem 
Grunde habe ich einen Versuch gemacht, eine Theorie der 
Kapillarität unter Annahme stetiger Dichteänderung zu 
entwerfen. In dieser Voraussetzung also müssen wir jetzt 
die Gleichgewichtsbedingungen aufstellen. Dazu müssen wir 
jedoch das Gleichgewichtsprinzip anders anwenden als bisher. 
Wir müssen jetzt nicht nur (wie wir schon S. 193 taten) die 
zweite der auf S. 123 und 124 gemachten Annahmen fallen 
lassen, sondern auch die dritte. Da wir stetige Dichtigkeits- 
änderung annehmen, können wir nicht mehr von einer 
endlichen Anzahl von Phasen reden, und da diese Dichtigkeits- 
änderungen schon auf sehr kleine Entfernungen sehr erheb- 
lich sind, sind verschiedene der thermodynamischen Grrössen 
innerhalb eines Volumelementes jetzt nicht mehr allein 
abhängig von dem Zustande dieses Elementes, sondern 
auch von dem der umgebenden Volumelemente. 
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Mit dieser Annahme einer stetigen Dichteänderung ent- 
fernen wir uns nicht von dem Standpunkte, den die 
Aerostatik von alters her eingenommen hat. Betrachten 
wir ein Gas in Ruhe unter dem Einflüsse der Schwerkraft, 
so nehmen wir auch an, dass die Dichte sich stetig ändert 
mit der Höhe. Der einzige Unterschied mit unserer Annahme 
besteht darin, dass wir das Gefälle hier so viel stärker anzu- 
nehmen haben. 

Nun würde dies für uns nicht die geringste Schwierigkeit 
ergeben, wenn nicht auch wir genötigt wären, den Begriff 
„Phase" einzuführen, d. h. also festzuhalten an der ersten 
der auf S. 123 und 124 gemachten Annahmen. Wir brauchen 
freilich nicht wie bisher anzunehmen, dass den Phasen eine 
Ausdehnung zukommt vergleichbar mit derjenigen der 
Körper, mit denen wir gewöhnlich hantieren; aber wir 
müssen doch, um das Gleichgewichtsprinzip anwenden, ja 
überhaupt von Druck, spez. Volumen, Temperatur etc. 
reden zu können, annehmen, dass wir die Masse teilen 
können in unendlich viele homogene Teile. Jedes dieser 
Volumelemente muss eine sehr grosse Anzahl Moleküle 
enthalten, es sei gleichzeitig, es sei nach einander innerhalb 
einer gewissen, sehr kurzen Zeit, so dass man von einem 
Mittelwerte der Anzahl in diesem Elemente (Dichte), einem 
Mittelwerte der kinetischen Energie (Temperatur), und einem 
Mittelwerte des Beweg^ungsmomentes, durch eine in dem 
Volumelemente befindliche Ebene getragen (Druck), reden 
kann, welche Mittelwerte für dieses Volumelement charak- 
teristisch sind. Würde der Übergang aus dem flüssigen in 
den dampfförmigen Zustand so schnell erfolgen, dass die 
Dicke der Übergangsschicht von der Grössenordnung eines 
Moleküldurchmessers wäre, so würde dies alles fraglich wer- 
den. Im voraus lässt sich darüber wenig sagen. Nur dies 
ist gewiss, dass diese Bedenken sich immer weniger geltend 
machen, je mehr man sich dem kritischen Punkte nähert, 

15 
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weil dann der ganze Dichteunterschied verschwindet. Ueber 
die Frage, wie es bei anderen Temperaturen steht, vermag 
allein das Resultat der Untersuchung Anhaltspunkte zu 
geben. 

§ 70. Berechnung von Energie und Entropie. 

Unsere erste Aufgabe ist es nun, die Energie in dem 
gegebenen Falle, das heisst bei stetig abnehmender Dichte, in 
den unabhängigren Variabein auszudrücken. Als solche wählen 
wir p, die Dichte in einem bestimmten Punkte, und die 
Grösse A, welche die vertikale Distanz dieses Punktes von 
einem gegebenen Horizontalniveau bedeuten soll. Wir 
wollen nämlich annehmen, obgleich wir die Wirkung der 
Schwerkraft ausschliessen, dass die Dichte in der gleichen 
Höhe gleich ist Falls man Bedenken gegen diese Annahme 
haben sollte, da es ja doch im allgemeinen die Schwerkraft 
ist, die diese horizontale Anordnung bedingt, mag man sich 
die Flüssigkeit als eine Flüssigkeitshaut denken, wie sie bei 
den bekannten Kapillarversuchen gebraucht werden. Nur 
muss man sie sich so dick denken, dass in der Mitte die 
Flüssigkeit von normaler Dichte ist. 

Wir betrachten jetzt das Potential der Masseneinheit in 
einem Punkte A (Fig. 67) unter dem Einflüsse einer horizon- 
talen Schicht, die wir als unendlich ausgedehnt annehmen, 
oder wenigstens als grösser als die „Wirkungssphäre". 
__ (Obgleich wir eine eigentliche Wirkimgs- 
sphäre im Gegensatze zu Laplace nicht 
annehmen, wie aus unseren früheren 
Betrachtungen hervorgeht, wollen wir doch 

Fig« 67. 

dies Wort benutzen um den Raum anzu- 
deuten, ausserhalb dessen die Anziehungskraft so schwach 
wird, dass alle ihre Wirkungen zu vernachlässigen sind. Wie 
wir früher sahen, ist der Durchmesser dieser Sphäre nur 
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einige MolekOldurchmesser gross.) Ein Ring mit Radius r, 
dessen Zentrum der Fusspunkt der Lotlinie aus A auf die 
Schicht ist, liefert für das Potential den Wert: 

P= — 27rr dr Pu n (/) du. 

wo n {/) nach unserer früheren Festsetzung das Potential 
der Kapillarkräfte in der Distanz/ vorstellt, während du die 
Dicke der Schicht, p^ die Dichte in der Schicht, und u die 
Distanz von A bis zur Schicht bedeutet. 
Es ist: 

daher: 

rdr=/d/. 

Setzen wir dies ein, und integrieren wir von/"= u bis 
/= oo, so erhalten wir das Potential der ganzen Schicht zu : 

P= — 2^Pudu\l^{u) 

wenn wir wieder mit Laplace, wie firüher, — n (/)/df mit 
^^ {/) bezeichnen. 

Denken wir uns jetzt einen Augenblick die Dichte p« als 
Konstante, dann würden wir für das Potential in P unter 
dem Einflüsse aller Schichten finden: 

+ 00 
P=— 2'jrpj^{u)du. 

Nun ist 2T/tp («) du = IC\ es ist klar, dass 27r f ^p(u)du=2K\ 

— CO 

da es keinen Unterschied für die Anziehung macht, in welchem 
Sinne wir die Distanz zählen. Das Potential der Masseneinheit 
ist also in der betrachteten Masse konstant und gleich 2ICp. 
Daraus scheint sich zu ergeben, dass derjenige Teil der 
Energie pro Masseneinheit, 6, der von den molekularen Kräften 
abhängig ist, gleich 2K'p sei. Damit kämen wir aber in Wider- 
spruch mit früheren Ergebnissen. Die Laplacesche Theorie 
lehrte die Oberflächenkraft darstellen in der Form K'p, womit 
in der Zustandsgieichung Rechnung getragen wurde durch das 
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Glied -r, wo a nichts anderes bedeutet als K' ; daraus ergibt 

V 

d 
sich die Energie zu , also um die Hälfte kleiner als 

soeben. Aber unser voriger Schluss aus dem Potentiale der 
Masseneinheit auf die ganze Energiemenge war auch ein 
Fehlschluss, wie man am besten einsieht, wenn man an einen 
bekannten Fall aus der Elektrizitätslehre denkt. In einem 
Felde von konstantem Potentiale V hat eine Elektrizitäts- 
menge e ein Energiequantum e V. Bringen wir nun aber auf 
einen Leiter eine Elektrizitätsmenge e, so dass dieser das 
Potential V erhält, so ist die aufgespeicherte Energie nicht 
eV^ sondern ^eV. Das Potential besagt eben, wieviel 
Energie verloren geht, wenn zwei Elektrizitätsmengen sich 
bis auf eine gewisse Entfernung nähern. Ziehen wir nun 
aber das ganze Potential erst fClr die eine Einheit in Rech- 
nung und dann noch einmal für die zweite, dann zählen 
wir die verlorene Energie natürlich doppelt. Der Satz, dass 
die Menge e in einem Felde vom Potentiale V eine Energie- 
menge eV besitzt, ist also nur wahr, wenn dies Potential 
won fremden Energiemengen herrührt, nicht von der Menge e 
selbst. Hängt es von dieser selbst ab, so ist jene Energie 
durch zwei zu dividieren. Ganz das Gleiche gilt auch für die 
kapillare Energie, und wir werden diesem Umstände bei der 
Ableitung des Wertes der Energie aus dem Potentiale Rech- 
nung zu tragen haben. 

Nehmen wir jetzt wieder die Dichte variabel. 

Es sei A gelegen auf der Höhe A, dann ist also das 
Potential zufolge der zwei Schichten resp. auf den Höhen 

Ä + «. A — ^: 

P= — l'Kdui^ {«) (p^^ + Pa-J. 

Wenn sich die Dichte linear mit der Höhe änderte, würden 
wir für (Pa^^ + Pa-«) ^Pk setzen können. Wir würden also 
dasselbe Resultat erhalten, als ob die Dichte konstant wäre. 
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Der Grund dieser Eigenschaft lässt sich leicht einsehen. 
Tragen wir die Höhe h als Abscisse auf und die Stoff- 
raenge pO, welche sich in einer Hori- 
zontalebene der Kapillarschicht auf 
der Oberfläche O befindet, als Ordinate 
(Fig. 68). Im Falle der linearen Dichte- 
änderung erhalten wir dann eine 
Gerade AB. Betrachten wir den Punkt 
P in der Höhe Ai, und denken wir 
den ganzen Raum mit der dort herr- 
schenden Dichte angefüllt, so erhalten wir statt AB die 
Horizontale CD. Die StofEmenge in der Ebene um den 
Betrag Aj oberhalb Px gelegen, und also auch das Potential 
derselben im Punkte P^ wird im zweiten Falle im Verhält- 

GE 

nisse -=^ grösser sein als im ersten. Dagegen wird das 

Potential der Schicht, um den Betrag h^ unterhalb P gelegen, 

IH 




im zweiten Falle im Verhältnisse 



kleiner sein als im 



KH 

ersten. Da die Ebenen resp. um den Betrag hx oberhalb 
und unterhalb P gelegen, völlig symmetrisch zu P liegen, 
wird das Potential der Stoffmengen GE und IH gleich 
sein. Es ist also auch das durch G^-£-|- ZfiT bewirkte Potential 
gleich dem Potentiale, bewirkt durch EF-^-KH, 

In dem allgemeinen Falle wird unser Ausdruck für das 
Potential nach der Mac Laurinschen Reihenentwickelung: 

zu: 

Das totale Potential der Anziehungskräfte der Moleküle 
finden wh", indem wir zwischen und oo integrieren, zu: 
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Das erste Glied liefert den Wert 2K'pi,, wie zu erwarten war. 
Wir sehen aber, dass in unserem Resultate gar nicht die 
Grösse fu\l^(u)du = ff auftritt, die bei Laplace proportional 
ist mit der eigentlichen kapillaren Energie, sondern nur ein 
Integral fu^^l^ {u) du, welches ungefähr um so viel Male kleiner 
als H ist, als diese Grrösse in K enthalten ist. Es ist dies 
wohl der Grund, weshalb man nicht früher einen Versuch 
einer Kapillaritätstheorie unter der Annahme stetiger Dichte- 
änderung gemacht hat. Man hat wohl gedacht, dass der 
auf diese Weise erhaltene Energiewert viel zu klein sei, um 
mit den Experimentaldaten in Einklang gebracht zu werden. 
Setzen wir nun, analog zu: 

a = K' = 2^{xl^(u)du, 


C2 = 2^ f u^\l^(u) du 

<» 


etc. 

so wird der Ausdruck für das totale Potential: 

Ziehen wir in Betracht, was wir soeben über den Faktor 2 
sagten, so erhalten wir für die Energie der Masseneinheit 
unserer Schicht: 

Wir haben jetzt die Energie in einem Punkte, die abhängig 
ist von der Dichte in allen andern Punkten, ausgedrückt in 
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Grössen, die alle auf diesen Punkt selbst Bezug haben. Um 
die freie Energie zu finden, müssen wir jetzt noch die Entropie 
in unseren unabhängfigen Variabein ausdrücken. Man könnte 
die Frage stellen, ob nicht auch diese abhängig sei von der 
Dichte in den umgebenden Punkten, und ich will gerne 
zugeben, dass diese Frage sich nicht unbedingt verneinen 
lässt. Aber ich sehe keinen Grund weshalb sie zu bejahen 
sei, wohl Wahrscheinlichkeitsgründe, sie zu verneinen. Die 
Entropie scheint mir abhängig von der Geschwindigkeit der 
Wärmebewegung und der Anzahl der Zusammenstösse 
zwischen Molekülen in der Zeiteinheit, und diese Grössen 
sind bei gleichen Molekülen nur abhängig von der Tempe- 
ratur und der Dichte. Obgleich ich also die Frage nicht als 
endgültig gelöst hinstellen will, werden wir im folgenden 
annehmen, dass die Entropie in unserem Falle nicht von der 
gewöhnlichen Formel abweicht, und sie deshalb annehmen zu : 

yi = Rlog{v — b) = Rlog[—— A 

§ 71. Die Gleichgewichtsbedingung. 

Wir können jetzt dazu übergehen, das Gleichgewichts- 
prinzip anzuwenden ; wir wählen wieder dessen dritte Form. Für 
den Wert der freien Energie erhalten wir nachdem obigen: 

* 
Wir nehmen hier statt der Integration nach dk, dem Volum- 
elemente, eine Integration nach dh^ einem Linienelemente, da 
wir ja den Stoff in horizontale Schichten geordnet denken ; wir 
betrachten dann eine daraus geschnittene Säule, deren Quer- 
schnitt die Flächeneinheit sei. Die Grenzwerte von h sind so zu 
nehmen, dass dadurch Horizontalebenen bestimmt sind, die 
schon ganz im homogenen Dampfe, resp. in der homogenen 
Flüssigkeit gelegen sind. Nach dem Gleichgewichtsprinzip 
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rauss nun tp stationär sein für alle Variationen, wobei die 
Temperatur, das totale Volumen, und die totale Menge Stoff 
konstant bleiben. Die erste Bedingung besagt nur, dass T 
als eine Konstante zu betrachten ist; die leztere führt 
(wiederum far eine Säule, deren Querschnitt die Flächen- 
einheit) zu der Nebenbeding^ng: 

lpdh=C. 
Nach dem schon früher (S. 155 und 194) von uns ange- 
wandten Satze können wir dieser Nebenbedingfung Rech- 
nung tragen, indem wir statt der Variation von tp, die 
Variation von 

gleich Null setzen, wo a^i eine näher zu bestimmende Kon- 
stante ist. Der Bedingung endlich, dass bei der Variation 
das totale Volumen konstant bleibe, genügen wir, wenn wir 
die Grenzen unseres Integrals konstant halten; damit fallen 
also die Variationen an den Grenzen fort, und wir erhalten 
als Gleichgewichtsbedingrung 

>'['{--^§-|i§--^M7-f'"l]=«- 

Führen wir als bequemere Schreibweise ein: 
/O.) = - ap - RTlog{^ - b ). 

was erlaubt ist, da ja 7" als Konstante zu betrachten ist, so 
erhalten wir die Bedingung;, 

/^'['{/»—^^-ii5-l]=». 

Hierin haben wir nun alle möglichen Variationen anzubringen ; 

wir müssen also nicht nur p, sondern auch -7^ variieren. 
Dies führt zu: 
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Wären nun die Variationen dp^ 5 ^^p-, etc. unabhängig von ein- 
ander, so hätten wir einfach die KoefiBzienten dieser Varia- 
tionen alle gleich Null zu setzen, aber durch eine gegebene 

d^p d*p 
Variation von p wird selbstverständlich auch J ^~, J ^~ etc. 

bestimmt. Wir haben also alle Variationen in Jp auszudrücken. 
Bei der Auflösung dieser Gleichung wollen wir uns aber 
beschränken auf die Annahme, dass die Koeffizienten ^4, etc. 
so klein sind, dass wir die damit behafteten Glieder vernach- 
lässigen können. 
Wir haben dann zu suchen: 

Partiell integrierend erhalten wir daraus: 

Nun haben wir den integrierten Teil zu nehmen zwischen 

zwei Punkten, die nicht mehr in der Kapillarschicht liegen, 

sondern einesteils im Dampfe, anderenteils in der Flüssigkeit. 

dp 
In beiden ist -ji = 0, und dies bleibt so bei allen Variationen ; 
an 

es ist also der integrierte Teil =0. Es bleibt: 

/'l*=/'l-^l=/'*S=/'"'l- 

Integrieren wir diesen Ausdruck partiell, so erhalten wir: 

Für den integrierten Teil gilt wieder das obige. Wir erhal- 
ten also: 



["sr-/ 



j"m'H^'"'"- 



') Für die Lösung der vollständigen Gleichung vgl. „Thermodynamische 
Theorie der KapiUarität", Ztsch. f. phys. Ch., 18, S. 657, § 15. 
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In unsere Bedingungsgleichung eing^esetzt, liefert dies: 

woraus jetzt folgt: 

§ 72. Das thermodynamtsche Potential als Funktion von 
Dichte und Temperatur. 

Zum rechten Verständnisse dieser Gleichung erinnere ich 
daran, was wir im vorigen Abschnitte, § 61, fanden über 
das Gleichgewicht unter dem Einflüsse äusserer Kräfte. Wir 
sahen damals, dass dann, ebenso wie in dem früher betrachteten 
einfachen Falle, durch die ganze Masse eine bestimmte 
Grösse konstant sein muss, diese ist jedoch nicht mehr das 
thermod3mamische Potential f^', sondern das totale Potential 
/x, die Summe des thermodynamischen Potentials und des 
Potentials der äusseren Kräfte. Das thermod5mamische 
Potential steht dabei in derselben Beziehung zur freien 
Energie wie im gewöhnlichen Falle, nur muss man bei der 
Bestimmung der freien Energie ausschliesslich die ther- 
modynamische Energie ^ rechnen, und die Energfie der 
äusseren Kräfte ausser Betracht lassen. Ähnliches sehen wir 
nun auch hier. Wir finden, dass konstant ist eine Grrösse pt,, 
die sich addiert aus der reinen Dichtefunktion (bei konstanter 
Temperatur selbstverständlich) /(p) 4- pf (p) und der Grösse 

— ^^l£* *^ ^^^ ^^^ Änderungen der Dichte auftreten. Der 

erste Teil, /(p) + P/' W» oder : 

^ap-RTlo£(\-d)^ap + -^r^^=^ 
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ist nun gerade dieselbe Funktion der Dichte, die wir früher 
für das thermodynamische Potential einer homogenen Phase 
fanden. Doch dürfen wir deshalb noch nicht auch jetzt diese 
ohne weiteres als thennod)mamisches Potential betrachten, 
denn das frühere thermod)mamische Potential war nicht 
allein definiert als diese Funktion der Dichte, sondern es war 
in erster Linie bestimmt durch die Formeln (S. 119) 

(dfX (djA (e^\ USx] 

^ \dmjyi.v \dmjZv \dm)T,p \dm)fj,f 
aus welchen wir abgeleitet hatten (S. 122): 

fA=€— T>l+pV = \l^+pV = l^, 

WO f , tp und ? resp. die totale Energie, totale fireie Energie 
und totale ^-Funktion der Phase, und p den äusseren Druck 
bedeutete. Diese beiden Definitionen fallen aber jetzt aus- 
einander, denn die Energie, und also auch die fireie Energie 
und die ^-Funktion, sind ja in der Kapillarschicht nicht reine 
Dichtefunktionen, und wir werden sehen, dass auch der äussere 
Druck dort nicht mehr eine reine Dichtefunktion ist. Und 
zwar werden wir finden, dass: 

WO px den äusseren Druck in der Kapillarschicht bedeutet, 
und p die bekannte, durch die Zustandsgieichung für eine 
homogene Phase bestimmte Dichtefunktion, die den äusseren 
Druck darstellt, wenn die Phase homogen ist. Wir werden 
diese Gleichung für den Druck später ableiten, schon jetzt 
aber können wir einsehen, dass der äussere Druck in der 
KlaplUarschicht nicht reine Dichtefunktion sein kann. Denn 
wäre er das, so würde er bei der Annahme stetiger Dichte- 
änderung, wie die Gestalt der Isotherme zeigt, in jedem 
Punkte der Kapillarschicht ein anderer sein ; er würde wachsen 
bis zu einem Maximum, dann sinken bis zu einem Minimum, 
um zuletzt wieder bis auf seinen ersten Wert zu steigen. Es 
ist klar, dass dies eine Ungereimtheit ist ; der äussere Druck 
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ist in dem ganzen Räume konstant, da sonst ein System» 
das nur aus ebenen Schichten besteht, nicht im Gleich- 
gewichte sein kann. Und weshalb in der Kapillarschicht 
der äussere Druck nicht mehr durch die reine Dichte- 
funktion p dargestellt wird, lässt sich leicht einsehen. Der 
äussere Druck ist der kinetische Druck, vermindert um den 
Druck wegen der gegenseitigen Anziehung der Moleküle. 
Nun ist letzterer in der Kapillarschicht, wie wir gesehen 
haben, nicht mehr allein von der Dichte abhängig, sondern 
auch von Dichtigkeitsänderungen; es wird also auch der 
äussere Druck nicht mehr als reine Funktion der Dichte 
darstellbar sein. Der Bequemlichkeit halber werden wir das 
Zeichen p beibehalten ; es soll damit also, wie ausdrücklich 
betont sei, nichts anderes gemeint sein als eine durch die 
Zustandsgieichung für eine homogene Phase zu bestimmende 
Funktion der Dichte und der Temperatur. Den äusseren 
Druck in der Kapillarschicht wollen wir zur Unterscheidung 
mit px bezeichnen; in px müssen also Di£Ferentialquotienten 
von p nach h auftreten. 

Daraus folgt aber, dass wir nicht nur, wie wir oben sagten, 
2mei verschiedene Definitionen für das thermod)mamische 
Potential in der Kapillarschicht geben könnten, sondern 
sogar drei^ die, für die homogene Phase zusammenfallend, 
dort dies Potential definieren, in der Kapillarschicht aber 
alle von einander abweichen. Wir könnten nl. als thermo- 
dynamisches Potential betrachten: 

\\ e-r>i+PxV = rl^ ^p,v = ?„ 

wo £, ^ und ?i resp. die totale Energie, freie Energie und 
totale ^-Funktion und px den äusseren Druck in dem betref- 
fenden Punkte der Kapillarschicht bedeuten, (was wir für 
die ^-Funktion kenntlich machten durch den Index 1). 

wo € und ^ dieselben Grössen sind wie soeben, und ? die 
totale ^-Funktion in dem betreffenden Punkte, wenn man 
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statt des äusseren Druckes p\ die reine Dichtefunktion p 
benutzt, 

wo ^y ^ und ?' resp. die Dichtigkeitsenergie, freie Dichtigkeits- 
energie und Dichtigkeitsfiinktion-^ bedeuten, wie wir sie schon 
früher *) einführten, wobei für die Funktion ? wieder gilt, dass 
sie nicht mit dem äusseren Drucke /i, sondern mit der Dichte- 
funktion p in Verbindung steht. Diese Grrösse hängt also 
jetzt auf ganz dieselbe Weise von Dichte und Temperatur 
ab, wie das thermod)mamische Potential in einer homogenen 
Phase, es ist demnach auch : 

Wir werden uns jetzt also zu entscheiden haben, welche 
dieser Definitionen wir in der Kapillarschicht festhalten wollen. 
Es kann nicht viel Zweifel darüber bestehen, dass nur die 
letzte Definition dafür in Betracht kommt. Bei den beiden 
andern verliert das Glied, das mit dem thermodynamischen 
Potentiale zusammen das totale Potential ausmacht, die 
Bedeutung eines Potentials. Denn mit den früher ^ benutzten 
Werten von b und n finden wir aus: 

/0')4-P/'(p)-A*.-f,-§=O. 

und mit Hilfe der später zu beweisenden Gleichung für px : 

-^H-^— lC-(l)'-Ä)- 

Die Glieder auf der rechten Seite haben in beiden Fällen 
nicht mehr die Bedeutung eines Potentials. Definieren wir 
jedoch das thermod3mamische Potential in der letzten Weise, 
so erhalten wir: 



') S. 196. 

«) S. 230 und 231. 
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f' — T*i -\- pv — tit = fi' — f*i = Ct -j^ 



oder: 






und hier ist das Glied — c^ ^. gerade das Potential der 

Kapillarkräfte, wenn wir unter diesen die Anziehungskräfte 
der Moleküle verstehen, soweit dieselben resultieren aus 
dem Umstände der Dichtigkeitsänderung. Wenn wir diese 
Definition beibehalten, behält das thermodynamische Potential 
also die wichtigste Eigenschaft, die ihm bei unsern früheren 
Betrachtungen zukam, dass es, addiert zu dem Potentiale 
der andern Kräfte, das totale Potential ergibt, welches über 
das Gleichgewicht entscheidet. ^) 



') Daran würde sich auch nichts ändern, wenn wir auf S. 288 statt die Reihe 
mit c% abzubrechen, die weiteren Glieder berücksichtigt hätten. Wir bekommen 
dann die Gleichung: 

/-{..[/(.)-,.-iS-sS-+'/-]-s.'S-4VSl=«- 

Wir haben jetzt also die Glieder: 

.,»^,«f*...etc 
in Rechnung zu ziehen. Nun ist: 



s/^S- 



/.•S-=f 'S=/."S= [^S],'-f'S*- 

Da der integrierte Teil fortfällt, erhalten wir : 

=[g'S];-/'S4-/S'3-=-/S"S= 

=/S"-/S''.-[S"I-/''S5- 
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Wenn wir also diese wichtigste Eigenschaft des .thenno- 
dynamischen Potentials in allen Fällen zum Ausdrucke bringen 
wollen, müssen wir es betrachten als reine Dichtefunktion; 
aus dem Grunde wäre vielleicht der Name Dichtigkeits- 
potential deutlicher als thermod)mamisches Potential. Es wird 
jetzt klar sein, weshalb wir früher (Fussnote S. 119 und 
S. 197) das thermodynamische Potential in besonders nahe 
Beziehung gebracht haben zu v und T als Urvariabeln und 
zu der tp-Funktion, und weshalb wir für den allgemeinen 
Fall die tp-Funktion weit brauchbarer erklärten ab die ^- 
Funktion (S. 152). Natürlich können wir das jetzt definierte 
thermod)mamische Potential yJ, das eine reine Dichtefunktion 
ist, auch mit der 5^-Funktion in Verbindung bringen (nämlich 
mit ?'), aber das hat nur geringen Wert. Denn der prak- 
tische Nutzen der ^-Funktion beruht gerade darauf, dass 
diese das Gleichgewicht darstellen lehrt mit einer Variabein 
weniger als die tp-Funktion, weil bei ihrer Anwendung der 
äussere Druck als konstant betrachtet wird. Daraus folgt 
aber, dass die ^-Funktion in ihrem eigentlichen Sinne auf die 
Kapillarerscheinungen gar nicht anzuwenden ist Freilich kann 
man sie auch hier benutzen, wenn man sie nicht als Funktion 
des äusseren Druckes, /i, auffasst, sondern als Funktion der 



Auf dieselbe Weise ergibt sich 



^.''*' 



^ewichtsbedioguDg : 

/(.)+./-w-«-2|gS+iiS+-)=«' 

Die rechte Seite ist aber wieder gerade der Wert, den wir oben £iiiden 
(S. 230), für das Potential der Molekularkräfte, soweit dies abh&ngt von Dich- 
tigkeitsändeniogen. 



und somit wird die Gleichgewichtsbediogung : 



oder: 
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Grösse /, die selbst wieder eine reine Dichtefunktion ist, 
(nach unserer Schreibweise also ? und nicht ?i benutzt) 
und nun bei der Differentiation diese Funktion p konstant 
hält; aber es ist deutlich, dass man, ? auf diese Weise als 
Funktion der Urvariabeln v betrachtend, viel einfacher gleich 
die freie Energie benutzt, bei deren Differentiation man dann 
die Urvariabele selbst konstant halten kann, statt einer 
Funktion, /, dieser Variabein. 



§ 73. Ableitung des Dichtegefälles in der Schicht aus 
dem Werte des thermodynamischen Potentials. 

Am deutlichsten zeigft sich dies vielleicht, wenn wir jetzt 

(Po 
dazu übergehen, aus Gleichung (1) den Wert für —rj^ zu 

bestimmen. Es ist klar, dass wir das Dichtigkeitspotential 
yJ auch jetzt wieder, gerade wie auf S. 122 und 200, aus den 
Fig. 38 resp. 34, 35 und 37 ableiten können. Benutzen wir 
nun die ^//-Funktion, so können wir für jede Dichte das 
Dichtigkeitspotential feststellen, indem wir die Tangente 

ziehen'). So lange wir in der 
Flüssigkeit sind, haben wir 
ein Dichtigkeitspotential AB, 
(Fig. 69), welches, da hier 
keine Kapillarenergie vorhan- 
den ist, gleichzeitig das totale 
Potential vorstellt. Treten wir 
in die Kapillarschicht ein, so 
wird die Dichte etwas geringer, 
und damit das Dichtigkeitspo- 
tential, das auf AC fällt; das 
totale Potential muss im ganzen Räume den konstanten 




Fig. 69. 



') Selbstverständlich, nachdem wir ans der Dichte den zugehörigen Wert 
des spez. Volumens berechnet haben. 
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Wert AB behalten, es muss zu dieser Dichte also ein 
kapillares Potential von der Grösse CB gehören. Da das 

kapillare Potential gegeben ist durch — c^ ~7i^' können 

wir also zu jeder Dichte den zugehörigen Wert von -j^ 

ePp 
finden. Wir sehen sofort aus der Figur, dass -^^ anfängt mit 

dem Werte Null, dann negativ wird und sinkt bis zu einem 

Werte, der korrespondiert mit dem ersten Infilexionspunkte der 

;//-Kurve (Z)) ; dann steigt das thermodynamische Potential wie- 

(Pp 
der, und fällt das kapillare Potential, bis letzteres und damit ^ 

gleich Null wird für die Dichte, die man erhält, wenn man aus B 

€pp 
die obere Tangente an die \f/-Kurve zieht. Von hier aus wird ^ 

positiv, erreicht für den zweiten Inflexionspunkt der \f/-Kurve 
einen maximalen Wert (E), um dann wieder zu sinken und 
abermals gleich Null zu werden, wenn die Dampfdichte erreicht 
ist. Wir erhalten also, wenn wir die Dichte als Ordinate, die 
Höhe h in dem Gefässe als Abscisse auftragen, die neben- 
stehende Kurve (Fig. 70). Der 
Inflexionspunkt B in dieser Kurve 
liegft nach dem Vorhergehenden 
nicht symmetrisch zu der Dampf- Fig. 70. 

und Flüssigkeitsdichte, sondern 

näher zur Flüssigkeitsseite. Dass er nicht übereinstinmit 
mit der Dichte, bei welcher die theoretische Isotherme die 
empirische schneidet, können wir daran sehen, dass im 
letzteren Punkte p denselben Wert hat wie in der Flüssig- 
keit; wir finden also diese Dichte, wenn wir eine Tangente 
ziehen, parallel der Doppeltangente. Der so erhaltene Punkt 
{F) liegt also der Dampfseite näher als der Inflexionspunkt» 
jB, von Fig. 70. 

16 
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Wollen wir dagegen diesen Verlauf aus der ^-Funktion 
ableiten, so müssen wir dies auf folgende Weise tun. Die neben- 
stehende Figur (Fig. 71) stellt, wie wir dann sagen müssen, 
das thermod3mamische Potential (Dichtigkeitspotential) dar in 
seiner Abhängigkeit von einer gewissen Funktion der Dichte, 

deren Verlauf durch die theore- 

/ ^ ' tische Isotherme gegeben ist. In 

J^^K'"^ der Flüssigkeit ist die Dichte 

/ li ^ konstant und so gross, dass das 

f Dichtigkeitspotential den Wert a^, 

hat. Gehen wir jetzt zu kleineren 
Dichten über, so wird, wie wir 
Fig, 71. aus der Form der Isotherme wis- 

sen, die Funktion der Dichte, die 
hier als Abscisse aufgetragen steht, kleiner; es nimmt also, 
wie unsere Figur lehrt, das Dichtigkeitspotential ab. Da das 
totale Potential im ganzen Räume konstant gleich yi^x bleiben 
muss, muss bei der betrachteten Dichte das kapillare Poten- 

tial einen positiven Wert bekommen ; es wird also ^^ negativ. 

Im Punkte D erreicht dieser negative Wert ein Maximum ; 
in B ist das Dichtigkeitspotential wieder [ix geworden, das 

kapillare Potential, und somit -^, ist hier gleich Null. Dass in 

diesem Inflexionspunkte der pA-Kurve die Dichte noch nicht 

so gering ist wie in dem Punkte, in dem die theoretische 

Isotherme die empirische schneidet, sehen wir leicht, denn 

diese Dichte hat gleiches p wie die koexistierenden Phasen ;' 

(Pp 
sie gehört also zu F, wo -jr^ schon einen positiven Wert 

haben muss. Nachdem dieser in E durch ein Maximum 
gegangen ist, sinkt er auf Null zurück, einen Wert, den er 
im reinen Dampfe erreicht 
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§ 74. Die Stabilität 

Wir haben im Vorhergehenden gezeigft, dass bei stetiger 
Dichteänderung ein Gleichgewichtszustand in der Kapillar- 
schicht entsteht, und wir haben gesehen, auf welche Weise 
sich dann die Dichte mit der Höhe ändert. Damit ist jedoch 
die Frage noch nicht beantwortet, ob eine solche Verteilung 
der Dichte möglich ist ; es bleibt noch zu zeigen übrig, dass 
dieser Gleichgewichtszustand stabil ist. Es muss also die 
totale freie Energie nicht nur stationär sein, so dass ihre erste 
Variation verschwindet für alle mit den Bedingungen ver- 
träglichen Änderungen, sondern wir müssen zeigen, dass 
unter diesen Umständen die totale freie Energie wirklich 
minimal ist, so dass die zweite Variation positiv ist. Wenden 
wir uns zur Untersuchung dieser Frage. 

Wir haben im Vorhergehenden (S. 232) als das zu variierende 
Iqtegral geftmden : 

/=|p(/0,)_^-£g)^Ä.') 

Als erste Variation fanden wir: 



r (o[p/if)—PI*'x—\fq\\ 



wenn wir q schreiben statt: 



c 

2^ 



Nun war aber iq abhängig von ip\ drücken wir iq in ip aus, 
so entsteht: 

-il^ldhlp {/O) +p/ W - A6, - cq\ 
was wir auch schreiben können: 



,.=/.„[(M£|=^)__,] . . . 



(2) 



') Da wir im folgenden die Glieder mit a etc. überall yemachlässigen, 
führen wir statt c% die Bezdchnmig c ein. 
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Nun ist die zweite Variation eines Integ^rals, in dem zwei 
zu variierende Parameter vorkommen: 

Also in unserem Falle, da wir die Variationen an den Ghrenzen 
nach dem früher Gesagten (S. 232) weglassen können: 

Wir haben hier wieder die Variation 5y, die abhängig ist 
von 5p, und müssen erstere also in dieser ausdrücken. Nun ist : 

=['''S];-["t]>/"^-- 

Da: j j\ 

dh~ dh' 
heben die integrierten Teile sich gegenseitig auf. (Diese sind 
übrigens gleich Null, da 5p in der Flüssigkeit und im Dampfe 
stets verschwindet.) Wir erhalten nun: 

was wir auch schreiben können: 

Nun lässt sich leicht zeigten, dass es immer möglich ist, ein 
Sjrstem von Variationen "ip derart anzubringen, dass: 

ö? ^^-'-dfT 

in welchem Falle also 5V gleich Null ist 

Wir bringen dazu ein solches System von Variationen 
an, dass in jedem Punkte: 



'^=-s 



wo « eine Konstante ist. 
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Nun ist die Gleichgewichtsbedingnng, wie sie sich aus (2) 
ergibt : 

a(p{/(p)-At|}) _yV 
dp ~ dK" 

was durch DiflFerentiation nach h liefert: 

^^ 

y(p{/(p)-At|}) dp_ d^p _ dh 

öp* dh~ dh^~ dh^ • 

Multiplizieren wir beide Seiten mit der Konstanten «, die 
wir auf der rechten Seite unter das Zeichen cP bringen 

können, und setzen wir dann 5/ statt« ^, so erhalten wir: 

w ^^~'^dfF' • • • (3) 

was zu beweisen war. 

Es bringt also dieses System von Variationen 5V zum 
Verschwinden; sehen wir zu, was dieses System bedeutet 
Es ist: 

P = F(h), 
also: 

was übereinstimmt mit unserem Systeme von Variationen, 
wenn wir für JA die Konstante » nehmen. Unser System 
von Variationen bedeutet also nichts anderes, als dass wir 
die ganze Kapillarschicht um eine bestimmte Höhe ot auf- 
heben. Es ist deutlich, dass solch eine Variation immer 
möglich ist, aber sie lehrt uns nichts über die Stabilität; 
dazu müssen wir ein anderes System von Variationen 
anbringen. Nun können wir jedes beliebige System vor- 
stellen durch: 

wo / eine willkürliche Funktion von A, und 5p' das soeben 
besprochene System ist. Es ist dann: 
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d» ~ dh^ "^^dh dh "^ ' d»' 
wodurch unsere zweite Variation wird: 



^'dh-dh-'^<'l^ ■ 



Nun fallen nach dem Vorhergehenden (Gleichung (3) ) die 
ersten zwei Glieder gegen einander weg, und wir erhalten : 

^i=--^^tdh\^^^^m^^—^\t—^^dh. 

Partiell integrierend finden wir: 

'--ii['<v)'S]:->rt-(i)'^). 

Nun verschwindet der integrierte Teil, denn an den Grrenzen 
ist V = 0, da wir nur solche Änderungen anbringen wollen, 
die sich vertragen mit der gegebenen Dampf- und Flüs- 
sigkeitsdichte bei der gegebenen Temperatur. Es ist somit : 

'•^=i/«-(S)* 

was stets positiv ist ; wenn nicht / = konstant, der Fall, den 
wir schon betrachtet haben. 



Kapitel m. 

Der äussere Druck und die Oberflächen- 
spannung. 



§ 75. Der äussere Druck, 

Wir wollen jetzt den äusseren Druck in der Kapillar- 
schicht, /i, bestimmen. Es ist wegen der Gleichgewichtsbe- 
dingung: 

was wir auch schreiben können: 



-/ 






wo / die oben definierte Funktion der Dichte vorstellt, 
oder: ^ 

Integriert ergibt dies: 

oder, wenn wir die Integrationskonstante — pi nennen: 

Daraus ergibt sich nun die Bedeutung dieser Grösse leicht. 
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Überall wo p konstant ist, fallen p und pi zusammen, in diesem 
Falle ist aber p der äussere Druck. Die Konstante pi stellt 
somit auch in der Kapillarschicht den äusseren Druck dar, 
der sich nach dem Pascalschen Gesetze nach allen Richtungen 
hin mit unveränderter Stärke fortpflanzt. Wir sehen hier also 
bestätigt, was wir oben ^) schon benutzten, dass der äussere 
Druck in der Kapillarschicht eine verwickeitere Funktion 
der Dichte ist als in der homogenen Masse. 

Jedoch, die Weise, in der wir hier diesen Wert gefunden 
haben, lässt die physikalische Bedeutung nicht hervortreten; 
wir wollen also noch auf anderem Wege dieses Resultat 
ableiten. Denken wir uns durch eine homogene Phase eine 
unendlich dünne Wand gelegt; diese erleidet zu beiden 
Seiten Stösse, muss somit, um ihnen zu widerstehen, eine 
gewisse Kjraft ausüben, die wir den kinetischen Druck in 
der Flüssigkeit nennen. Nun wird die Flüssigkeit oberhalb 
unserer Wand durch die Flüssigkeit darunter angezogen mit 
einer Kjraft gleich dem Molekulardrucke ; ist der kinetische 
Druck gerade dem Molekulardrucke gleich, so ist die Flüs- 
sigkeit oberhalb der Wand im Gleichgewichte, wo nicht, so 
muss dies Gleichgewicht erreicht werden durch eine von 
aussen hinzutretende Kjraft, den äusseren Druck. Denken wir 
uns jetzt eine Wand parallel der Kapillarschicht in diese 
gelegt. Wir haben angenommen, dass der kinetische Druck 
(der Druck infolge der Stösse) von der Dichte abhängt, 
aber nicht von den DiflFerentialquotienten der Dichte. Er 

beträgt somit auch hier j-. Femer müssen wir beachten, 

V — 

mit welcher Kraft die Flüssigkeitsäule oberhalb der Wand 
nach unten gezogen wird. Wir fanden oben *) für das Poten- 
tial eines Punktes, wenn wir höhere DiflFerentialquotienten 
vernachlässigten : 



•) S. 235 und 287. ») S. 230. 
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Die Kraft, in der Richtung, in welcher h wächst, finden 
wir durch Differentiation nach h und Zeichenänderung ; somit 
ist die nach unten gerichtete Kraft: 

„ dp dh* 

Also für einen Zylinder vom Querschnitt eins und Höhe dh : 



„ dp , dh* 



pdh. 



dh^ dh 

Der ganze Zylinder wird also nach unten gezogen mit einer 
Kraft: 



-J2apdp-cjpd^„ 



dh*' 


und nach partieller Integration des zweiten Gliedes, da die 
Differentialquotienten für ho verschwinden: 

Diese nach unten gerichtete Kraft wird nun aufgehoben durch 
die Differenz des kinetischen Druckes unterhalb und ober- 
halb der Säule, die ihr gleich und entgegengesetzt ist, also : 



re Druck am oberen Er 



Nun ist der äussere Druck am oberen Ende des Zylinders: 



wir erhalten also: 

A=Ä-«^-4'S.-*(S)1=^-H'a-<S)]. 

Man könnte auch, ohne das firüher abgeleitete Potential 
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zu benutzen, zu dieser Gleichung gelangen, wenn man direkt 
die Kraft berechnet, mit welcher die Flüssigkeit in der 
Kapillarschicht zu beiden Seiten einer sehr dünnen Wand 
sich anzieht. Auf diese Weise hat Hulshof *) den Beweis 
geführt ; man kommt dabei zu ziemlich langwierigen Rech- 
nungen, die wir hier nicht ausführen wollen, da das Resultat 
doch das gleiche ist. 

§ 76. Der Druck parallel der Schicht 

Zu einem wichtigen Resultate führt aber, wie Hulshof 
weiter gezeigt hat, diese Betrachtung, wenn man sie aus- 
dehnt auf eine Wand, die nicht parallel 
der Kapillarschicht, sondern normal zu 
> dieser steht. Wir haben alsdann die 




K Kraft zu berechnen, mit welcher die 
Säule AB (Fig. 72) von der rechts 
befindlichen Flüssigkeit angezogen 
wird. Nehmen wir aus letzterer einen 
Zylinder CD mit horizontaler Achse, 
Fig. 72. dessen Dichte daher konstant ist. Es 

sei diese Dichte p' und der Durchmesser 
dO\ schneiden wir aus dem Zylinder ein 'Stück von der 
Höhe du, so zieht dieses die Masseneinheit im Punkte P 

an mit einer Klraft: 

p' dO du 9 (r), 

also in horizontaler Richtung: 

f/d0du9{r)^^-^. 
Nun ist: 

daher: 

rdr =:(u'^z) du. 

') Dissertation Amsterdam. 1900. 
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Es wird also die Anziehungskraft dieses Stückes in horizon- 
taler Richtung: 

^dO 9 (r) dr, 

und des ganzen Zylinders: 

/ p'dO q> (r) dr = (/dOf <p {r) dr, 

wobei die Integration von dem kleinst möglichen Werte von 

r nl. r = ri bis co auszudehnen ist Nun sei wieder : 

^ (r) = — qp (r) dr. 

Da n(r) für den Wert oo verschwindet, erhalten wir für 

die Anziehung des Zylinders CD auf AB in horizontaler 

Richtimg: 

p'dO n (r,). 

Wir haben jetzt diesen Ausdruck zu integrieren über alle Zylin- 
der, die parallel zu CD gelegt werden können. Dazu denken 

wir uns eine Ebene durch 



CB gelegft, senkrecht zu AB 
und CD, und in dieser Ebene 

Polarkoordinaten ange- 
bracht, deren Ursprung in 
jB, und deren Koordinaten- 
achse die Horizontale sei. 
Fig. 78 stellt diese Ebene 
dar, von der Seite gesehen. Das Flächenelement dO wird 
in den neuen Koordinaten: 

y dy dA^ 
und für die Dichte p' finden wir in den neuen Koordinaten, 
wenn wir sie nach der Mac-Laurinschen Reihe ausdrücken 
in dem Werte p, den die Dichte hat auf der Höhe AB\ 

Es ist somit die Anziehungskraft der ganzen Menge Stoff 
rechts von der Ebene durch CB auf die Masseneinheit im 
Punkte P\ 




Fig. 78. 
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Integrieren wir nach 6 zwischen und 2t, so erhalten wir: 

|Vjvn(r,){2Tp + ?^g + ....j. 

Nun ist: 

Ti = 2* + y, also ydy = Txdrx, 

Dadurch wird unser Integral: 

jr,n{rx)dr,\^2Tp + '^{f^,-z^ g + . . . . j, 

was wir zwischen z undoo zu integrieren haben. Nennen 
wir — ^1 n (ri) äri = drp (r,), so haben wir für die ganze Anzieh- 
ungskraft auf die Masseneinheit im Punkte P: 

z 

Das Säulenelement dC/dz bei P erfährt also p dO'dz Mal diese 
Kraft, und die ganze Säule AB: 

-2Tldapdzjd.p{r,)\^pV-^^, + ...-\ 

z 

Wir erhalten also aus dem ersten Gliede: 

27rp^d(yJrp(z)dz = ap'dO\ 

wie zu erwarten war; und weiter: 

<X> CO 

z 

Integrieren wir partiell, so entsteht: 
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da der integrierte Teil: 

CO CO 

Der Faktor 2v j dz fri^ (fi) rfr, ist, wie ersichtlich, von der 

z 

Grössenordnung 2v jz^rpiz) dz^c^^). Hulshof zeigt durch 


eine längere Rechnung, auf die ich hier verweise \ dass er 
in der Tat gleich ^ ist. Wir erhalten also für die Molekular- 
anziehung, parallel der Kapillarschicht: 

^^ + 2'dÄ- 

Nun ist aber der kinetische Druck in jeder Richtung 
gleich, es ist somit der Druck von äusseren Kräften her- 
rührend in beiden Richtungen verschieden, d. h., da der 
Pascalsche Druck sich nach allen Richtungen hin gleich stark 
fortpflanzt, dass zu diesem Drucke noch ein anderer äusserer 
Druck (resp. Zug) hinzutritt, parallel der KapiUarschicht. 
Diesen Druck oder Zug kennt jeder, der die bekannten 
Experimente über Flüssigkeitshäutchen gesehen hat. Doch 
ist es während langer Zeit eine Streitfrage gewesen, ob man 
mit dieser Spannung Rechnung zu tragen habe. 

Dass innerhalb einer doppelten Flüssigkeitshaut, z. B. einer 
Seifenblase, ein höherer Druck herrsche, gab jeder zu; dass 
dies am leichtesten sich erklären liesse durch die Annahme 
einer Kapillarspannung, liess sich auch nicht bestreiten. Aber 
Laplace hatte in seiner klassischen Theorie nirgends mit 
dieser Spannung gearbeitet und doch alle Erscheinungen 
abgeleitet. Daher gab es eine grosse Schule, die von dieser 
Spannung nichts wissen wollte. Ihre Anhänger sagten: Es 
besteht nur ein Molekulardruck senkrecht zur Oberfläche, 
nicht sonstige Kräfte, die in der Oberfläche wirken. Die 

') S. 230. ■) a. a. o. S. 54. 
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Erscheinungen, die dieser Spannung zugeschrieben werden, 
sind einfach die Folgen davon, dass die molekulare Anzieh- 
ung, die auf eine Säule wirkt, abhängig ist von der Begrenz- 
ung der anziehenden Masse. Die gegenteilige Ansicht 
verteidigte die von YOUNG gegründete Schule; ihre Anhänger, 
unter denen besonders van der Mensbrugghe durch viele 
Experimente die Theorie zu stützen suchte, wollten nichts 
von Laplace's Anschauungen wissen, und nahmen nur eine 
Spannung in der Oberfläche an. Eine Mittelstellung schien 
BOSSCHA einzunehmen, der überhaupt von anziehenden Kräf- 
ten zu sprechen vermied und alle Erscheinungen ableitete 
aus der unleugbaren Tatsache, dass man Arbeit leisten muss, 
um die Oberfläche zu vergrössem. Aber damit war die 
Schwierigkeit nur umgangen, nicht gelöst, denn wo Arbeits- 
leistung ist, da ist auch Kraft, und auf die Art dieser kam 
es an. Erst durch die obige Rechnung gelang es HuLS- 
HOF, zu zeigen, dass die beiden Ansichten, über die man 
stritt, durchaus nicht unvereinbar sind, im Gegenteile die eine 
aus der andern folgt. 

§ 77. Hulshof's Ableitung der Oberflächenspannung, 

Auf dem von Hulshof eingeschlagenen Wege gelingt 
es nun leicht, die Grösse der Oberflächenspannung zu berech- 
nen. Ich selbst hatte in meiner „Thermodynamischen Theorie 
der Kapillarität* dieselbe rein thermodynamisch auf einem viel 
längeren Wege abgeleitet. Mittels der von ihm aufgezeigten 
Ungleichheit des Druckes in verschiedener Richtung konnte 
Hulshof viel schneller zu diesem Resultate gelangen. Denn 
es ist nach dem Vorhergehenden der Überschuss der tangen- 
tialen Kjraft über die normale: 



/i 



~^''^\yM~w\' 
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oder wenn wir o-' als Spannung (negativen Druck) rechnen : 

Um die totale Oberflächenspannung zu finden, brauchen wir 
diesen Ausdruck nur über die ganze Dicke der Kapillar- 
schicht zu integrieren. Das gibt: 

'=1/1(1)'-'^)- 

Integfrieren wir das zweite Glied partiell, so entsteht: 

/'S.-nr-/(i)- 

Der integfrierte Teil ist gleich Null, da am Anfang und Ende 

dp 
der Schicht -yy verschwindet. Wir finden also: 
an 

Da alle Glieder des ersteren Ausdrucks positiv sind, ist o* (die 
Spannung) immer positiv. Damit ist jedoch nicht gesagt, 
dass alle Schichten einen positiven Betrag zu dieser Spannung 
beitragen. Im Gegenteil lässt sich zeigen, dass die unteren 
Schichten, die man als dilatierte Flüssigkeit bezeichnen kann, 
einen positiven Beitrag, die höheren, aus komprimiertem 
Dampfe bestehend, einen negativen liefern. 
Denn wir fianden S. 247: 



A —p = — c 
während nach Seite 238: 



aTA« ♦ \dh) \ 



»2 

A*' — A*i = ^ — 7h ^-pv ^fi^ = c ^. 



Es ist also: 



^=¥[(iy-'S]=>^''-^+i(^-^''+>^-^')- 
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Und: 

dp ^ — r»>4-/p— ^, 

= -2" + 2 '''• 

da, wie wir bei Einführung der Grösse f' sahen, bei kon- 
stanter Temperatur: 

d^' — Tdii+pdv = 0. 
Nun ist für einen solchen Wert von A, dass wir gerade 
an der Dampfgrenze der Kapillarschicht sind, dp negativ ; der 

dt/ 
Faktor von dp ist dort gleich Null, es ist also dort -tt- positiv ; 

nun ist aber hier a' gleich Null, in den darunter gelegenen Schich- 
ten muss also a' negativ sein. Da auch an der Flüssigkeitsseite 

d(/ 
p mit steigendem h abnimmt, somit -jr positiv sein muss, 

ist also der Verlauf von o*' als Funktion von h der neben- 
stehende (Fig. 74). Wo der Wert 
ö^ = stattfindet, lässt sich nicht 
genau angeben. Jedenfalls vorbei dem 
Punkte F (Fig. 69 und 71), dem 

dritten Volumen dtjr Isotherme. Denn 
Fig. 74. 

es ist dort/ — /, = 0, und, wie wir 

schon früher (Fig. 71) sahen, b' — Ti^'\-pv — jCt, positiv. Die 
kondensierten Damp&chichten vermindern also die kapillare 
Spannung (und die Kapillarenergie). Dieses Resultat wird 
wohl nicht nur auftreten in unserem Falle, der Koexistenz 
von Flüssigkeit und Dampf, sondern überall, wo wir einen 
Übergang aus einer dichteren in eine weniger dichte Phase 
haben. Haben wir also z. B. eine Glasplatte auf welcher 
Dampf sich kondensiert oder Gas adhäriert, so werden die 
sich festsetzenden Schichten die Kapillarspannung und Kapil- 
larenergie vermindern, was ja auch a priori wahrscheinlich ist. 
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§ 78. Thermodynamische Ableitung der Oberflächen-- 
Spannung. Die Formel van Gibbs. 

Die auf diese Weise von Hulshof abgeleitete Ober- 
flächenspannung, resp. Oberflächenenergie, hatte ich in meiner 
.Thermodjmamischen Theorie" rein thermod3mamisch be- 
stimmt. Ich ging dort aus von der Bemerkung, die wir 
fhlher machten, dass f — 2Tf +/,v in der Kapillarschicht 
einen andern Wert hat als in der homogenen Masse (S. 237). 
Wenn nun keine anderen Klräfte wirken als der äussere Druck 
/i, so ist dies unmöglich, wie sofort folgt aus der Gleichung : 

flfe = T^i dSf — px dv ; 
denn wenn die zugefQhrte Wärme und der äussere Druck 
px die einzigen Energiequellen sind, ergabt dies sofort: 

h — H= Tx (fix — yii)—pi {vi — Vt), 
oder: 

fi — Tifii +piVx = ff — Tifii +/,Vt. 

Ist also diese Gleichung nicht erfüllt, so muss der Überschuss 

an Energfie: 

^« — 21^2 + P1V2 — f 1 + Txfix — piVu 
oder, da: 

f^ = ^i— Tx}ii+piVi, 

fi— Tiii2+piVt — f^if 

geliefert sein von einer anderen Kraft als Energiequelle. 

Nun beträgt der Energieüberschuss pro Flächeneinheit in der 

ganzen Kapillarschicht: 

fpdA {€ — Tfj +piv — f^i) ; 

dieser muss also geliefert sein durch eine Kraft, die nicht 

in dem äusseren Drucke enthalten ist; aus der gelieferten 

Energiemenge pro Flächeneinheit schliesst man dann in der 

bekannten Weise auf die Grösse der Oberflächenspannimg. 

Setzen wir den schon früher gegebenen Wert für 

€ — Tii+PiV — fii in unsere Formel ein, so erhalten wir 

wieder die obige Gleichung: 

17 
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•=I/|(IJ-'S|- 



Aus diesem thermodynamischen Beweise für die Gleichung : 

(T:=j pdh{s — Tvi -^ piü — [4.^ 

geht hervor, dass diese Gleichung richtig bleibt unabhängig 
von unseren besonderen Voraussetzungen, z. B. der stetigen 
Dichtigkeitsänderung. In der Tat hat denn auch schon GiBBS 
diese Gleichung abgeleitet, denn sie ist identisch mit seiner 
Fundamentalgleichung 

GiBBS denkt sich nämlich irgendwo innerhalb seiner Kapillar- 
schicht eine Fläche angebracht. Zu beiden Seiten dieser 
Fläche denkt er sich dann den Stoff in gleicher Dichte 
angeordnet, wie in der homogenen Masse; den Überschuss 
nun der in der wirklich vorhandenen Masse besteht über 
dieser fiktiven Anordnung, nennt er m^. Ist also in der 
homogenen Flüssigkeit die Dichte Pi, und in der Übergangs- 
schicht bis zu der von ihm gelegten Fläche die wirklich 
auftretende Dichte p, so ist für die Einheit der Oberfläche *) : 

m,={pdAi -f / p dAi — fpidAi — f Pidfh» 
wo die Integration von der Scheidungsfläche bis in die 
homogene Masse hinein auszudehnen ist, und die Buchstaben 
mit Index 2 für den Dampf dieselbe Rolle spielen wie die 
mit Index 1 für die Flüssigkeit. 
Analog damit bedeutet: 

€,=l psdAi+ 1 pedAi — { PiSidAi — f p^s^A^, 
und ebenso für tj. 
Es ist also: 

€, — T)ir=fpdA, { .- — 21f }+fPidA^ { £ - Tlf { — 
— / Pi^Ai (£, — 7)f,) — / ptdAz (f , — Th,). 

') Wir verwenden hier, um in Obereinstimmung mit unseren sonstigen Bezeich- 
nungen zu bleiben, eine von GiBBS etwas abweichende Bezeichnung. 
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Zählen wir jetzt zu dem ersten und zweiten Integrale f pidAi 
resp. f pxdh^ hinzu, und ziehen wir diesen Wert von dem 
dritten, resp. vierten Integrale ab, so wird die linke Seite 
nicht geändert, und wir erhalten, da: 

fi — 7)^1 +/i^i = f^u und €t — Tyii-^-piVt = a*i, 

e^--Tyi, = ipdh,[e—Tn+Pyv]'\-ipdht[e—Tn'\-p,v) — 
— f^i j PidAi — fiif pidAt 

was wir auch schreiben können: 

s,-Tyi,=fpdA,{€--T^+p,v^fii}+lpdA^{€''T^+p,v-fi,] + 
•\-ßi[ipdh,+fpdßit—!pidh^—ihdht). 

Der Faktor von a*, ist laut Definition m^ ; die beiden andern 
Integrale können wir zusammenfassen, wenn wir die Inte- 
gration ausdehnen von der einen homogenen Masse bis zur 
andern. Wir erhalten dann: 

s, — Tu, = (lim, +fpdA {€ — Tfi 4- A^ — A*i}, 

die wie alle übrigen für die Einheit der Oberfläche g^t, 
womit das Gresagte bewiesen ist. 

§ 79. Die Annahme einer stetigen Dichteänderung liefert 

den richtigen Wert filr die Grössenordnung der 

Oberflächenspannung, 

Die in den vorigen § § abgeleitete Gleichung für o* gestattet 
uns nun, Schlüsse zu ziehen über die Oberflächenspannung, 
im Falle der stetigen und unstetigen Dichteänderung. 

Da, laut Definition: 

c = 2Tfu^\p(u) du, 

können wir die Gleichimg schreiben: 

<» CO 
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Nun ist: dpt, «' d^pt, 

p,^^ = p,-u^Jt^^^ 

Nehmen wir unstetige Dichteänderung an, dann ist A = 0, 
also immer kleiner als u ; pi,.^ wird dann p^ die Dichte der 
Flüssigkeit. Also; 



Nun ist: 



= 0, 



/; 



ä*= 



\df 
2dh 



dp 
da an den Grenzen -ji verschwindet; das Gleiche gilt für 

die Integration der folgenden Differentialquotienten, somit: 
2 



und : 



lu^äp=l{p,-p,)dp, = ^ 

1 

^ fu\blu)du , ,, 

^ = 2^J—^ {Pt-Pi)\ 



Wir erhalten also hier denselben Zusammenhang zwischen 0- 
und Pt — Pi, den wir schon ftliher (S. 217) aus der Laplaceschen 
Theorie fanden. Mit der Abhängigkeit von o- von der Tempe- 
ratur, wie das Experiment und die Thermodynamik sie liefert, 
lässt sich daher unstetige Dichteänderung nur in Übereinstim- 
mung bringen, wenn man eine andere Kräftefunktion fOr den 
Dampf als für die Flüssigkeit annimmt. So wenig wahr- 
scheinlich nun zwar diese Verschiedenheit wäre, so müsste 
man sie doch annehmen, falls gewisse Bedenken gegen 
eine stetige Dichteänderung, die man manchmal aus der 
Formel für o* gezogen hat, berechtigt wären. Es ist nämlich 

c=2rlu*\lf{u)du, während K=2yrf\lf{u)du}xndII=2frlu\lf(u)du ; 



c ist also ungefähr gerade so viel Male in II enthalten, 
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wie diese Grrösse in K enthalten ist. Daraus schloss man 
nun — wie es sogar noch vor nicht langer Zeit Lord 
Rayleigh tat — dass man nach der obigen Gleichung für 
die Oberflächenspannung einen viel zu kleinen Wert berech- 
nen müsste. Dem ist aber durchaus nicht so, wie sich leicht 
einsehen lässt Denn es ist: 



^-^^-\'%-m 



während: 

^ P ^ = / — P RTlog \— — b\ — ap^ — fiip, 

woraus folgt: 
oder: 

und somit nach unserer Gleichung : 

er = \^2c fdp Y j/i — fi^p — ap^ — p RTlog f b\ l. 

Nun sind alle Glieder unter dem Wiu^elzeichen von der- 
selben Dimension. Nehmen wir das Glied a^\ das Integral 
dieses Gliedes ist von der Dimension p*l/a, o- ist also nach 
unserer Theorie von der Grössenordnung Ap*l/ä^, wo Aein 
Zahlenfaktor ist. Nach der Laplaceschen Theorie erhält man : 

oder: 

h!Hp\,. 

Nun ist aber die Grösse X^aoi (da unser a das Laplacesche 
K ist) von derselben Dimension wie H oder c^, was zu 
beweisen war. 
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§ 80. Der Wert der Oberflächenspannung in der Nähe 
der kritischen Temperatur. 

Wir können unsere Gleichung für o* nicht allgemein inte- 
grieren ; wohl gelingt dies in der Nähe der kritischen Tem- 
peratur. Dazu müssen wir die Gleichung für o- erst auf eine 
andere Form bringen. Aus der Gleichung filr px auf der 
vorigen Seite folgt, wenn wir die Dichte der Flüssigkeit 

substituieren, wodurch \-rA =P wird, und statt der Dichte, 

p, das spez. Volumen, v, einführen: 

_f^^_. . RTlog{vn — b) a 

Führen wir diesen Wert von [ix in die Gleichung für c 
ein, so erhält diese die Form : 



■=^^\^ 



I 
Z/a 
VFl 



X y p{o-piV,, + RTlog{v,,^b) + ^ -^RTlogiv^b) - ^, 
was wir auch so schreiben können: 

CT = \^2c f^ y Px(v - v^) - Jpdv. 

J ^' VFl 

VFl 

Führen wir statt / und v die reduzierten Grössen ein : 

p = lpK\ v = nvK, 
so erhalten wir: 

- = \/ ^/^V^.(«-«.)-//^«. 

«1 
wobei die Integration auszuführen ist von «i, dem Werte 
von n für die gesättigte Flüssigkeit, bis zu nt, dem Werte 
von n für den gesättigten Dampf. Es gilt jetzt dieses Integral 
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zu berechnen. Da es nur abhängt von «i, «« und /, Zahlenfak- 
toren, die nach dem Gesetze der übereinstimmenden Zustände 
für alle Stoffe gleich sind, so wird die Integration einen 
Zahlenfaktor ergeben, der gleich ist für alle Stoffe, die 
diesem Gesetze folgen. Es sei : 

dann ist: 

/'(«)=/,_/;/" («) = _^; /'''(«)=_^,; etC. 

Nach Taylor's Reihenentwickelung ist: 

/(«) =/(«,) + (« - «.)/' («) + ^f^V" («)+•••• 

oder, da: 
und : 

/<")=-<-«.'i^,(£)+^(S)+^(a+- 

In der Nähe des kritischen Punktes sind -j- und -r\ Null, 

wir dürfen die Entwickelung also nicht vor der dritten Stelle 
abbrechen, aber weitere Glieder dürfen wir vernachlässigen. 
Nach dem Maxwellschen G-esetze ist /{nt) = 0, also : 

2!W»A 3! UW, 4! \df^h~^' 

Weiter ist: 

und für » = ^ ist / ebenfalls /i, also: 

\dn),^ 2! U«Vi 3! WA 

Aus beiden Gleichungen folgt: 
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und: 



(^).=^<"'-«'KS).' 



daher, wenn wir diese Werte in die Gleichung für/(«) ein- 
setzen; nach leichter Rechnung: 

und also: 

Nun ist im kritischen Punkte « = 1. In seiner Nähe können 
wir im Nenner setzen n = l, im 2^1er: « = «, 4-A; wir 
erhalten dann für das Integral: 

j dL . A { », — fix — A }, 


imd dieser Wert ist: 

Nun ist für den kritischen Punkt: 

Wir erhalten also: 

"-y i^ — 6 — • 

Wir haben also jetzt die Oberflächenspannung ausgedrückt 
in rix und «tJ wir wollen jedoch die Abhängigkeit von T 
kennen lernen. Dazu benutzen wir die von Mathias auf- 
gestellten Formeln (Gresetz des geradlinigen Durchmessers. 
VergL Fig. 20): 

n^ — «j = Ä (1 — ni) — /3 \^\ — m. 



n^ — nf^ = »(l — m) -{- ß \^\ — m, 

also: 

(«t — fix) = 2/3 Vl — m. 
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Bei Mathias sind die (empirisch bestimmten) et, und ß nicht 
gleich; das Gresetz ergibt sich jedoch auch auf theoretischem 
Wege und zwar mit gleichem ä und /3. Wir wollen die 
umständliche Rechnung hier jedoch nicht ausführen *). Setzen 
wir diesen Wert für ih — «i ein, so erhalten wir, beachtend 
dass/fc = iÄA: 

Es ist also nach dieser Gleichung nicht nur o-^ gleich Null und 
öT für höhere Temperatur imaginär, wie zu 

erwarten war, sondern auch [-p^ =0. 

(Fig. 74). Wie wir schon früher (S. 218) Y\g^. 

bemerkten, ist die Theorie der stetigen 
Dichtigkeitsänderung hierin abweichend von der Laplace- 
schen Theorie, aber in Übereinstimmung mit dem Experi- 
mente und der rein thermodynamischen Ableitung, die wir 
auf S. 190 kennen lernten. 

§ 81. Der Wert der Oberflächenspannung in überein- 

stimmenden Zuständen, Die Formel von EöTVös 

und analoge Formeln. 

Das Experiment hat sogar ergeben, dass eine Formel 
von der Form: 

(r=^(7;-r)^ 

nicht nur, wie wir es hier ableiteten, in der Nähe des kri- 
tischen Punktes g^t, sondern noch weit von ihm entfernt, 
freilich mit dem Exponenten y = 1.27 statt 1.5, wie wir 
gefunden hatten, und zwar scheint dieser Exponent nach 
Experimenten von de Vries *) und von Ramsay und Shields ^ 



") Vgl. „Therm. Theorie" etc. § 11. 

") £. C. DE Vries. Metingen over den invloed der temperatuur enz. Proef- 
schrift Leiden, 1893. 

*) Zeitschrift für physik. Chem., 12, S. 483. 
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für alle Stoffe nahezu derselbe zu sein, während für den 
Faktor A eine näher zu besprechende Gleichung gilt. Damit 
wird ein Schluss bestätigt, den ich schon vor vielen Jahren 
aus dem Gesetze der übereinstimmenden Zustände zog. Schon 
in der »Continuität'' war ich zu dem Schlüsse gekommen, dass 

TT 

der Quotient -=j (wo H die Kapillarkonstante ist, also die 

Grrösse die wir o* genannt haben, und /iTder Molekulardruck — j 

für verschiedene Stoffe in übereinstimmenden Zuständen 
dem Molekulardurchmesser dieser Stoffe proportional ist*). 
Der letztere ist proportional 1^3, also auch proportional 

^2/fc. Für den Quotienten ■—• in übereinstimmenden Zuständen 

erhalten wir : 



v^ 



und somit: 






Nun stellen zwei Kapillarschichten immer übereinstimmende 
Zustände dar, wenn die Temperaturen übereinstimmend sind, 
da ja durch die Temperatur Druck und Volumen der Kapillar- 
schicht eindeutig bestimmt sind. Es folgt daher aus der 
vorigen Gleichung: 

wo 9(»«) für alle Stoffe dieselbe Funktion der reduzierten 
Temperatur m ist. Es muss also der Exponent y in der 
Formel auf der vorigen Seite für alle Stoffe gleich sein, 
während die Faktoren A far verschiedene Stoffe sich zu 



') Continuität, 1899, S. 115 und 176. 
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verhalten haben wie px^^^Vi^, : Pu^^vt- Auch die im vorigen 
Paragraphen aus der Kapillaritätstheorie abgeleitete Gleichung 
fahrt zu diesem Schlüsse. Denn da: 

a = 2^f4f(u)clu, und c = 2frfu*\lf{u)clu^), 

ist, wenn u dem Radius der Moleküle proportional ist: 

also: 

p\ V^= ap\ lyb = Al^3. 

Wie gesagt, bestätigt das Experiment diesen Schluss über 
den Wert des Faktors A. Die Prüfung hat jedoch nicht 
an der zuletzt gegebenen Formel stattgefunden, sondern 
an einer andern, noch einfacheren, die man aus jener 
ableiten kann. Man vergleicht nämlich nicht die Grösse 0- 
für verschiedene Stoffe, sondern o^^*, d.h. also den Wert 
der Oberflächenspannung in übereinstimmenden Oberflächen, 
also für gleich viel Moleküle. Wir können diese Grrösse also 
auch die molekulare Oberflächenspannung nennen. Wir 
erhalten dann aus der obigen Gleichung: 

also: ort = 7i 9 {m), 

T 
oder, da »I = -=5 : 

(htA ,, , 

Die Änderung der molekularen Oberflächenspannung mit 
der Temperatur ist also in übereinstimmenden Temperaturen 
gleich. Dieser wichtige Satz wurde zuerst von EöTVöS 
abgeleitet^ mittels eines Beweises, der sich von dem hier 



') Vgl. S. 280. 

") Wied. Ann.. Bd. 27. 
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gegebenen nur unwesentlich unterscheidet. EÖTVÖS fand ihn 
in weiten Temperaturgrenzen g^ut bestätigt, und zwar ergab 
das Experiment, dass 9^ (m) einfach eine Konstante sei (natür- 
lich für alle Stoffe dieselbe Konstante). Es wird also: 

<Ärt4 

"^■"""'^• 
oder: 

und, da die Kapillaritätskonstante bei der kritischen Tem- 
peratur verschwinden muss: 

EöTVöS hat sich bei der Prüfung seiner Formel nur mit 
dem Differentialquotienten beschäftigt, und sich nicht die 
Frage gestellt, bei welcher Temperatur nach seinen Mes- 
sungen die Oberflächenspannung verschwinden würde. Später 
haben Ramsay und Shields aus ihren Versuchen den Schluss 
gezogen % dass statt der obigen Gleichung zu setzen sei : 

Diese Formel ist jedoch im Streite mit dem Gesetze der 
übereinstimmenden Zustände, welches verlangt, dass nicht 
ein fiir jeden Stoff konstanter Wert von 7i — T abgezogen 
werde, sondern fttr jeden Stoff ein Wert, der der kritischen 
Temperatur dieses Stoffes proportional ist. Die Gleichung ist 
aber auch schon deshalb nicht als bis zur kritischen Tem- 
peratur gültig anzusehen, weil dann die Oberflächenspannung 
schon vor der kritischen Temperatur verschwinden würde. 

Doch lässt es sich begreifen, dass man experimentell eine 
solche Formel erhält, da, (vgl. Fig. 74) im kritischen Punkte 

-^^,= 0; man wird also durch Extrapolation aus Werten bei 

tieferen Temperaturen gemessen immer eine zu niedrige 



') Zeitschrift für physik. Chem., 15, S. 111. 
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Temperatur für den Nullwert erhalten. Dazu kommt, dass es 
sehr schwierig ist, hinreichend genaue Werte für o* festzustellen 
bei Temperaturen, die sich der kritischen stark annähern. 

§ 82. Dicke der Kapillarschicht in übereinstimmenden 
Zuständen, 

Die Formel von EöTVöS lässt sich auch verwenden, um 
einen Schluss zu ziehen auf die Dicke der Kapillarschicht 
Die Energiemenge, die ein (homogen gedachter) StofiF in 

einem Volumen v besitzt, ist um — kleiner als die Energie- 
menge, welche demselben Stoffe bei unendlichem Volumen 
zukommen würde ; durch die Verdichtung hat der Stoff also 

die Menge — pro Volumen v verloren ; haben wir nun zwei 

V 

Stoffe in übereinstimmenden Volumina Vx und zf«, so ver- 
halten sich diese verlorenen Energiemengen wie: 

Vx Vt ' ^ 

Haben wir nicht übereinstimmende Volumina der beiden 
Stoffe, sondern gleiche Volumina, so wäre die verlorene 
Energie des ersten Stoffes Vx Mal kleiner, die des zweiten 
Vt Mal ; die verlorenen Energien für gleiche Volumina ver- 
halten sich also wie: 

Nehmen wir jetzt zwei Kapillsu-schichten bei übereinstim- 
menden Temperaturen. Sowohl filr Volumelemente im Dampfe 
als für solche in der Flüssigkeit gilt, dass die verlorene 
Energie in übereinstimmenden Volumelementen sich verhält 
wie die kritischen Temperaturen, und die in gleich grossen 
Volumelementen wie die kritischen Drucke. Die Kapillarschicht 
hat mm pro Oberflächeneinheit weniger verloren, als mit 
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der mittleren Dichte dieser Schicht übereinstimmt, und zwar 
infolge der Dichtigkeitsänderung in dieser Schicht. Nehmen 
wir nun an, dass fiir verschiedene Stoffe die Dichtigkeits- 
änderung auf übereinstimmende Weise geschieht, so wird auch 
für diese „kapillare Energie** (also die Energfie, infolge der 
Dichtigkeitsänderung weniger verloren als mit der Dichte 
übereinstimmt) ') gelten, dass der Betrag in übereinstimmenden 
Volumina verschiedener Stoffe den kritischen Temperaturen 
derselben proportional ist, der in gleichen Volumina den 
kritischen Drucken. Nun dürfen wir aus diesei: „kapillaren 
Energie" nicht sofort auf die Oberflächenspannung schliessen. 
Aber wir wissen, dass diese „kapillare Energfie" gleich: 



f 






ist, während wir fanden: 



-/ 



'%''■ 



Es wird sich also auch o-, gemessen für übereinstimmende 
Zustände, verhalten wie die „kapillare Energie". 

Sind nun die Kapillarschichten von zwei verschiedenen 
Stoffen gleich dick, so werden den Kapillarschichten pro Ober- 



*) Versteht man unter der „kapillaren Energie" nicht die Energie, die nur von 
der Dichtigkeitsändening abhängt, sondern die ganze Energiemenge, die in der 
Kapillarschicht pro Oberflächeneinheit anwesend ist, so erhält man eine Grösse, die 
weder a ist, noch was wir hier „kapillare Energie" nennen. Denn wenn die Ober- 
fläche einer Kapillarschicht uin die Flächeneinheit vermehrt wird, wozu die Arbeits- 
leistung erforderlich ist, nimmt die Energie der ganzen Masse um c — ^~pp 

zu, also, da -r— negativ ist, um mehr als 0. Nun hatten aber die Massenteilchen, 
dl 

die dabei in die Kapillarschicht kommen, schon Energie, als sie noch teilweise 

im Dampfe, teilweise in der Flüssigkeit sich befanden. Die Vermehrung der 

de 
Energie ist: — T -pz^ also ist die totale Energie, die die Kapillarschicht pro 

de 
Flächeneinheit besitzt, noch grösser als — T -r-=,. 

dT 
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flächeneinheit gleiche Volumina zukommen. Es ist also dann : 

Sind dagegen die Kapillarschichten von zwei Stoffen nicht 
gleich dick, sondern enthalten sie gleich viel Moleküle, was 
a priori eigentlich wahrscheinlicher ist, dann würden den 
Kapillarschichten pro cM*. Oberfläche Volumina zukommen, 
die sich verhalten wie die Moleküldurchmesser. Dann gfilt also : 

Vergleichen wir nicht die Kapillarkonstanten, sondern die 
molekularen Kapillarkonstanten, so erhalten wir bei der 
ersten Annahme: 

bei der zweiten: 

was, wie wir wissen, mit der Formel von EöTVÖS überein- 
stimmt. Die experimentelle Bestätigung dieser Formel ist 
also umgekehrt ein Beweis, dass die Kapillarschichten zweier 
Stoffe nicht gleich dick sind, sondern sich verhalten wie 
die Durchmesser der Moleküle dieser Stoffe. 

§ 83. Absolute Dicke der Kapillarschicht. 

Die Überlegungen der vorigen Paragraphen können uns 
Anhaltspunkte liefern für die Berechnung der absoluten 
Dicke der Kapillarschicht. 



') Selbstverständlich könnteD wir fär die weitere AbleitoDg gerade so gut 
den Satz benutzen, dass die verlorenen Energiemengen in übereinstimmenden 
Volumina den kritischen Temperaturen proportional sind ; man konunt dann etwas 
umständlicher zu dieser Gleichung, aber etwas bequemer zu der letzten auf 
dieser Seite. 
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Wir gehen aus von der Gleichiing: 

oder, wenn wir p durch — und dp durch ersetzen : 

V Vi 

V 2 dv 

V pi{v — Vpi) — jpdv 

WO Vpi das spez. Volumen der gesättigten Flüssigkeit bedeutet. 
Führen wir wieder die reduzierten Grössen : 

ein, so wird diese Gleichung: 



n^\ l,{n -n,)—jldn 

Nach dem oben (S. 264) erhaltenen Resultate, nach welchem 
in der Nähe der kritischen Temperatur: 

n 

li{n—n,) — jldn = — ^^^{n — n,)*(ni — nY = 

9 

= — (« — «,)»(«,— /^)*, 

wird dies: r — 

dh = ~—^ rf« 



v,\^^ n^(n — n,)(n,-'n). 



Nun ist: ^ 

>) Vgl. S. 261 und 262. 
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also: . 

dadurch geht unsere Gleichung über in: 

^*=2V^|-i — - — • 

n*{n — «i) («2 — n) 



und daher: 



h=^\f^-, — ^ 

^ ffi (n — «,) («• — «) 



1,) («, — «) 
Nun ist laut Definition: 

CO 

a = 27rj\p(ü) du, 

und: 

c = 2'7r f u'^{u)duj 


daher A/ — von der Grössenordnung von z/,, dem Radius 

der Wirkungssphäre; nach unserer Gleichung ist also die 
Dicke der Kapillarschicht gross im Vergleich mit diesem 
Radius, da das Integ^ral sehr bedeutende Werte annimmt. 
Bei der Integration wollen wir, da wir doch nur beabsichtigen 

die Grössenordnung festzustellen, tfi konstant und gleich 1 
setzen, und zwar integrieren wir vorläufig, statt zwischen 
//, und ««, zwischen «/ und «/. Wir erhalten: 

V a «, — fix ^ fif — n/ Hl — «1 

Nehmen wir also die Grenzen «/ und «/ streng gleich 
Hl und n^, so wird A unendlich, das heisst : die Kapillarschicht 
hat streng genommen immer unendliche Ausdehnung, oder 
die Flüssigkeit und der Dampf sind streng genommen nir- 
gends völlig homogen. Dies ist jedoch kein Einwand gegen 
unsere Theorie, im Gegenteil liess sich dieses Resultat a priori 

18 
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erwarten. Für die Praxis freilich brauchen wir mit diesem 
Umstände nicht zu rechnen. Denn nehmen wir ni und «/ 
so nahe an «, und «i, dass sich experimentell auf keine 
Weise mehr ein Unterschied ergeben würde, z. B. : 

/ ^1 — ^1 j / ^ — ^1 

n^ — fh = — TTTg— und «1 ~ «, r- 



10^ "I "I JQ, 

so erhalten wir: 



h = 2 \f- — ^ — log, nat 



lo^^ 



Bei Temperaturen, die so weit von der kritischen Tempe- 
ratur entfernt sind, dass «, — ni noch nicht ausserordentlich 
kleine Werte besitzt wird die Dicke der Kapillarschicht, 
gemessen zwischen den Punkten, wo die oben angegebenen 
Dichten herrschen, verschwinden ; hat n^ — n^ z. B. den Wert 
0.1, der erst seAr nahe der kritischen Temperatur erreicht wird 

(Vgl. S. 68), so wird sie noch nicht mehr als etwa 600 1/ — 

betragen. Wie klein dieser Betrag ist, ergibt sich daraus, 

dass die Wellenlängen des Lichtes ungefähr 20001/ — 

betragen. Ganz nahe beim kritischen Punkt, wo «« — «, 
sich dem Werte Null nähert, wird A, auch zwischen den jetzt 
betrachteten Grenzen gemessen, unendlich werden. Aber auch 
dies liefert keinen Einwand wider unsere Theorie; denn 
wir haben dann zwar eine Kapillarschicht von unendlicher 
Dicke,, aber ihre Eigenschaften unterscheiden sich in nichts 
mehr von denen der Flüssigkeit und des Dampfes. 



Kapitel IV. 

Lösung des Kapillarproblems für eine Kugel. 



§ 84. Der Wert der Energie bei einer ktigelförmigen 
KapillarschichL 

Es wird zur Erläuterung der in den vorigen Kapiteln 
erhaltenen Resultate beitragen, wenn wir die erhaltene Lösung 
vergleichen mit dem Falle einer anders geformten Kapillar- 
schicht. Wir wählen der Einfachheit halber eine kugel- 
förmige Schicht und können dann, ebenso wie im vorigen 
Falle, von der Schwerkraft absehen. Wir denken uns eine 
Flüssigkeitsmasse, frei schwebend in ihrem Dampfe, in einem 
Gefässe, das so gross ist, dass es sich völlig im homogenen 
Dampfe befindet. Wir können dann annehmen, dass in 
Kugelschalen konzentrisch zur Flüssigkeitsmasse gelegen, 
die Dichte überall gleich ist. Wir haben jetzt zu allererst 
den Wert der Energfie in jeden Punkte dieses Raumes zu 
bestimmen. 

Dazu wollen wir in diesem Falle, statt von der Potential- 
funktion — n(/) in der Distanz / (Vergl. S. 210 und 227), 
von der anziehenden Kraft selbst ausgehen. Es herrsche in 
der Distanz r die anziehende Kraft qp (r), dann ist : 
<P (r) dr= — d\l (r). 

Denken wir uns jetzt einen Punkt A in einer Distanz R 
vom gemeinschaftlichen Mittelpunkte aller Kugelschalen. 
Senkrecht zum Radius dieses Punktes, in der Distanz 7^ 
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{U'<^R) von A entfernt, sei eine Ebene geschlagen. Der 

Punkt, wo der Radius von A diese durchsetzt, heisse P 

(Fig. 75). Ein Ring aus dieser Ebene mit Radius t hat 

das Volumen 2 Trtdt du, dieser Ring wirkt 

in A mit einer Kraft 2^tdldupq>(r) — 

in der Richtung zum Zentrum. 

Da: r* = «* + /^ 

ist : rdr = Idl. 




Fig. 75. 



Die Komponente der Anziehungskraft dieses Ringes auf 
A in der Richtung zum Zentrum ist also : 

2'7rudup<p(r) dr, 

und die Anziehungskraft der ganzen Stoffmasse in dieser 
Ebene gelegen, auf A, in der Richtung zum Zentrum : 

f 2Tudup9(r) dr. 

r =.u 

Wir deuten im folgenden einen Punkt in der Ebene mit 
Q an, dann erhalten wir für die obige Anziehungskraft 
durch partielle Integration : 

r r= CO 

2a- udu 1 ppü («) + / n (r) ^ dr\. 

r =■ u 

Nun ist : 





dfQ 
dr ~ 


dpQ dRQ 
dRo dr' 




worin wir mit Rq den Radius vector des Punktes ^bezeichnen. 
Weiter ist: 

i?»„ = (/e — M)» -1- r» — ti' = R' — 2uR + r', 


und daher: 


dRo 
dr 


r 





also: 



277 



dr 



r 
dRo Rq 



Wenn wir nun, wie im Vorhergehenden, alle unsere 
Rechnungen durchfuhren wollen mit Vernachlässigung der 
Glieder, die mit c^ etc. multipliziert sind, (Vgl. S. 233), so 
dürfen wir setzen : 

dpa dpp 

RqdRi^ RpdRp 

Dadurch wird die Anziehung der genannten Schicht: 

r =: CO 

r dpp 



2'jrudu 



{,.n(«)+/n(.)^^^^r}. 



r = u 

oder, wenn wir bedenken, dass der Punkt P in der Dis- 
tanz R — u von dem Zentrum der Kugelschalen liegt, während 

dpp 

\pU>J.\.p 



'-U{r)rdr=d\p{r), und ^ ,p bei der Integration nach r 
konstant bleibt: 



27r 



{-rf^W 



')pR-u'\-u\p(u)du 



RpdRp J|,_J 



Die Anziehimgskraft der Schicht, auf der gleichen Distanz 
u jenseits A gelegen, beträgt : 



2^^-d^P(u)p,^ + U^P(u)du //jj^^ ]^Jj • 



(2) 



Für die gegen das Zentrum gerichtete Kraft der beiden 
Schichten zusammen erhalten wir die Differenz (1) — (2), 
also für die Anziehung der ganzen Masse : 



27rJ — d^ (u) (Pä-„ — Pr+u) + 




+ 2t 



'I u\p(u)du\ 



r 1 


dp,] 






\ 1 


dpp 


i^p 


dRp\ 


R- 


u 


[Rv 


dRp\ 



R + 



.!■ 
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was nach partieller Integration des ersten Integrals liefert: 






R — u \Rp äR 



da der integrierte Teil : 

verschwindet, weil für die obere Grenze yp (cx>) = 0, während 
für die untere Grenze p^^^ und Pr+u gleich werden und 
gegen einander verschwinden. 
Nun ist: 

^Pr ^ ^Pr 



Pr-u = Pr - tl 



dpR . u^ (PpR 



du 

dpR- 
du 

Daher : 



dR^ 2 dR^ 
dpR+» _ dpR^ d'pR jr rf^Ä 

Jm. ^^s ' *^ >/-,« I O I 



+. 



du 

dpR 



du* 

d-pR 



du ■•"" du^ 



2! «/m» 



+ 



2! </«» 



du 



>I+I4 



Weiter ist: 



1 dp 



R dR 
und : 

1 dp 



du 



1 dp 



= — 2 



w 



,, -^^H 



«//?»• 



/e + M j? <//? 



■ «- 



dpR 
dR ' 

±_dp_ 

R dR u*" R dR 



^4** 



dR 

1 </p 



J? dR 



R — u 



JLJl 

R dR 



dR" 



d'±'^ 



u- 



R dR . u* R dR 



dR 



2! dR" 
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Also: 



RdR 



1^ 
RdR 



: — 2« 



. "+" 



RdR 

dR '' 



2u d*p j^ 2m dp 

~~'RdR'^^dR' 



Daher wird unser Integral: 



Die Differentialquotienten sind bei der Integration konstant, 
da sie den Wert dieser Grrössen in A darstellen; es wird 
also die Anziehungskraft: 



Nun ist (vgl. S. 230) : a = 2t / ^^ {u) du, und c = 27rf u^y^ (u) du; 



wir erhalten also: 



/•{p\ — o^^f' j^ 2^ dp 2c d^p 



d^ 
dl^' 



Um den Wert des Potentials in A zu erhalten, müssen 
wir nach R intgerieren '). Wir erhalten somit : 

Der Wert der Energie wird (vgl. S. 230). 

^ c d}p c dp 

e=C-ap---^-^^. 



') Das Zeichen brauchen wir nicht zu ändern, da wir hier die gegen das 
Zentrum gerichtete Kraft haben, also in der Richtung, entgegengesetzt zu dR, 
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§ 85. Die Gleichgewichtsbedingung, 

Genau auf die Weise des § 71 erhalten wir jetzt für die 
Gleichgewichtsbedingnng : 

wobei sowohl p als dessen DiflFerentialquotienten variiert 
werden müssen, während bei der Variation die Abhängfigkeit 
dieser Vaudationen unter einander wieder zu berücksichtigen 
ist. Wir erhalten also: 



X 



5/= A^iPölÄX 

[|/<')--5Ä-IÄ+'/'«l"-|'Ä-f^^]- 

Es bleiben jetzt die letzten zwei Glieder in 5p auszu- 
drücken. 

^Rpi ^ dR=JRpdip=[(Rpip)J ^jip ^ dR 

=[4>^];-/li^+*j-'= 

Von den integrierten Gliedern fällt [Rpip]\ gegen — [Rfip]] 

weg; die andern verschwinden, wenn wir die Integration 

dp 
so weit ausdehnen, dass an den Grenzen -^^ = 0, und somit 

auch ^~^ = 0. Unter dem Integralzeichen verschwindet 



dRip. 
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-^TT g^ge^ — 3^ ^^s dem ersten Integrale; wir erhalten 
also für die Summe der beiden Integrale: 



Setzen wir dies ein in die Gleichung für 5/, so erhalten 
wir: 

und somit als Gleichgewichtsbedingung: 

§ 86. Das thermodynamische Potential und der 
äussere Druck, 

Wir finden in dieser Gleichung die Aufstellungen imseres 
§ 72 wieder bestätigt. Denn vergleichen wir die hier erhaltene 
Bedingung mit dem Ausdrucke für das Potential der Kapil- 
larkräfte (S. 278), so sehen wir, dass wir die Gleichgewichts- 
bedingnng dann, aber auch nur dann, schreiben können in 
der Form: die Summe der Potentiale ist eine Konstante, 
wenn wir das thermodynamische (Dichtigkeits-) Potential 
definieren als reine Dichtefunktion-^' =/(/>) + p/'(|ö). Wir 
können dann wieder analog unseren fiüheren Ausführungen 
aus der Abhängigkeit von ^' von der Dichte den Verlaut 
der Dichtigkeitsänderung in der Kapillarschicht bestimmen. 
Freilich ist diese Bestimmung hier für den allgemeinen Fall 
verwickelter als in dem früher behandelten Falle, da jetzt 
zwei DifFerentialquotienten in der Gleichgewichtsbedingung 
auftreten. Sehr einfach wird diese Abhängigkeit aber für 
den Fall, dass der Radius der Kapillarschicht sehr gross ist 
gegen die Dicke derselben. Wir können die Gleichgewichts- 
bedingung nämlich schreiben: 
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c '^^'dR ^.. , df 

In dem genannten Falle nun dürfen wir R- als Konstante 
betrachten, wodurch die Gleichung übergeht in: 

Wir erhalten also ganz dieselbe Gleichung wie für eine 
ebene Kapillarschicht. 

Die Gleichgewichtsgleichung setzt uns zweitens instand, 
den Wert des äusseren Druckes in dem betrachteten Räume 
zu finden. Schreiben wir sie: 



so erhalten wir durch differenzieren: 



oder: 






woraus durch partielle Integration des rechten Gliedes folgt : 

Wir sehen also, dass / nicht denselben Wert hat für alle 

dp d^p 

Punkte, in welchen -73 und -j^r gleich Null sind, wo also/ 

den äusseren Druck bedeuten muss. Nehmen wir einen Punkt 
ganz in der homogenen Flüssigkeit, wo i? = i?i, so finden 
wir 7ir= — /ir, nehmen wir einen andern ganz im homogenen 
Dampfe gelegen, wo /? = /?«, so erhalten wir : 
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Wächst R, wenn wir von der Flüssigkeit zum Dampfe 
übergehen, ist also die Flüssigkeit die innere Kugel und 
der Dampf ausserhalb, so ist der Druck in der Flüssigkeit 
grösser als im Dampfe; ist die Flüssigkeit ausserhalb (wie 
z. B. in einer Seifenblase) so ist dR beim Übergange negativ, 
der Druck in der Flüssigkeit ist jetzt also kleiner. Nehmen 
wir an, dass der Radius der Kugel sehr g^oss ist gegen 
die Dicke derselben, so können wir R vor das Integral- 
zeichen bringen ; schreiben wir wieder, wie für eine ebene 

Kapillarschicht <t = c ji-Jn] ^f/?, worauf wir im folgenden 

Paragraphen zurückkommen, so erhalten wir: 

2o- 

die gewöhnliche Formel der Kapillarität. Wie aus dieser 
Formel mit Hilfe des thermodynamischen Potentials der in 
Flüssigkeit und Dampf herrschende Druck bestimmt werden 
kann, haben wir bereits in § 63 gesehen. 

Wir hätten die hier abgeleitete Beziehimg zwischen //? 
und Po auch noch auf andere Weise aus unserer Differen- 
tialgleichung ableiten können. Integfrieren wir diese nämlich 
nach p, so erhalten wir durch partielle Integration der 
linken Seite: 

'«'-.'-A=I04)"+/I(.4)'-. 

Pf R\ 

und wenn wir den Endpunkt der Integration so wählen, 
dass auch dort ?' = /Xi, d. h. also, dass auch dieser Punkt 
in dem homogenen Gebiete liegt: 
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Schliesslich haben wir noch den äusseren Druck p^ in 
jedem Punkte der Kapillarschicht auszudrücken in den 
Grössen, die dort den Zustand festlegen, die Dichte und 
deren Differentialquotienten. 

Der übersichtlichste Weg, der am klarsten die physika- 
lische Bedeutung der auftretenden Grrössen zeigen würde, 
wäre auch hier wieder der Weg, den HuLSHOF eingeschla- 
gen hat, nl. die direkte Berechnung der Anziehung, die die 
Massen zu beiden Seiten einer in die Kapillarschicht geleg- 
ten Trennungsebene auf einander ausüben. Aber dieser 
Weg würde besonders in diesem Falle zu langwierigen 
Rechnungen fuhren, die es sich kaum lohnt zu unterneh- 
men, da das Resultat, gewiss wenigstens fiir den einzig 
realisierbaren Fall, den Fall einer Kugel deren Radius 
g^oss ist gegen die Dicke der Übergangsschicht, sich ohne 
viel Mühe aus der schon erhaltenen Gleichung ableiten lässt 
durch Vergleich mit den Resultaten für eine ebene Schicht. 
Wir können die oben erhaltene Gleichung schreiben: 

Ist R gross gegenüber der Dicke der Schicht, so dürfen 
wir unter dem Differentialzeichen R als eine Konstante 
betrachten, und erhalten: 

^-{^'-/l(Ä)'-l='|'^-*(.4)} 

Vergleichen wir dies mit der früher für den äusseren 
Druck in der ebenen Schicht erhaltenen Gleichung: 

so sehen wir, dass alle Glieder identisch werden, nur tritt 
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statt /i, des äusseren Druckes in der ebenen Schicht, der Aus- 
R 

druck /;.. — / ■d(td) ^^ ^^^» ^®" ^^^ ^^^ wohl auch in 

unserem Falle als den äusseren Druck betrachten dürfen. 
Schreiben wir die Gleichung: 

A-/l(Ä)'-=/-'|i^^-*(Ä)' 

Rx 
so finden wir an der linken Seite den äusseren Druck in 
einem bestimmten Punkte, ausgedrückt in dem Werte des 
Druckes in einem sehr entfernten Punkte und den Ände- 
rungen des äusseren Druckes zwischen diesen beiden Punk- 
ten, während das rechte Glied den Druck in diesem Punkte 
kennen lehrt als Funktion der Eigenschaften des Stoffes: 

P» -JTy "^tTT » 1" diesem Punkte selbst. 
an an 

§ 87. Die Oberflächenspannung, 

Mit Hilfe des Wertes für den äusseren Druck im vorigen 
§ gefunden, können wir jetzt auch die Seite 282 über die 
Oberflächenspannung gemachte Annahme rechtfertigen. Denn 
der Überschuss an Energie, in der ganzen Kapillarschicht 
anwesend, über die Energ^ie zugeführt als Wärme oder als 
von dem äusseren Drucke geleistete Arbeit, beträgt: 
fi7rR'dRp{e—Tyi'^p,v—[i.,) ') 



>) Einen strengen Beweis für diese Formel würde man eigentlich auch 
nur liefern können mittels der Berechnung des seitlichen Druckes (Zuges) in 
der Kapillarschicht. Allein diese würde, wie wir schon bei der Berechnung 
des äusseren Druckes sagten, zu sehr umständlichen Rechnungen führen. Es 
scheint um so weniger nötig dieselben hier auszuführen, da auch die im § 78 
gegebenen Ableitungen zu einem Werte führen, der sich von dem im Texte 
gegebenen nur um unendlich kleine Beträge unterscheidet. 
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wo pc den äusseren Druck bedeutet. Wir können dies auch 
schreiben : 

ßTÜ^dRpii- Ty, -\-pv - A*. + (A -p)\v. 



Der erste der dort gegebenen Beweise muss dann nämlich angewendet 
werden auf einen Fall von nicht konstantem Drucke. Wir erhalten also statt 

Pc 
unseres Ausdruckes PcV unter dem Integralzeichen den Ausdruck / pdv ; die 

Pf 
grösste Abweichung, die zwischen beiden Ausdrücken möglich ist, ist also von 

der Ordnimg {pp — p^v oder in dem ganzen Iniegnü J 4MR*äR(pjr — pe)t 

Rx 
also für die Oberflächeneinheit von der Ordnung: 

/ (Pf — /c) äR oder {pp — Pc) (/?t — ^t). 
Ri 

was also kleiner ist als: 

^' Rx ' 

ein Wert, der so lange man nicht in der aUemächsten Nähe der kritischen 
Temperatur ist, gegen a verschwindet. 

Die zweite Ableitung des § 78, nach GiBBS, ftihrt zu einem wiederum etwas 
anderen Werte. Denn es ist, wenn wir jetzt R statt h einführen, und sonst die 
dortigen Bezeichnungen beibehalten: 

6, — Tris =fQäRt{8— Tri]+fQäR9{B — 7\i)-^ 
— Jq! äR, {Bt — Trii) —fotäRt («. — 7ij,). 
Zählen wir jetzt fpp dRx resp. f pD dR% zu dem ersten und zweiten Inte- 
gral hinzu, und ziehen wir diesen Wert von dem dritten resp. vierten Integral 
ab, so erhalten wir: 

€s — Tri, =f QdRi^s— Tri+pFv]+fQäRt (B—Tri+pov} 
— ! QtdRx {ßx — Trix +PfVi) ^ f QtdRt (st — 7ij«+/z)V«). 
Nun folgt aus der Gieichgewichtsgleichung, wenn wir dieselbe auf den homo- 
genen Dampf, resp. die homogene Flüssigkeit anwenden, sofort: 
fii = €t — 7ij» +pF — Vi = H— Tri» +Pdv%, 
Wir können die soeben erhaltene Gleichung also auch schreiben : 

«s — Tris =:fQdRt[B-'Tfi+pFV--iii]+fQdRt{e'-Tri+pDV'^lii] + 

+ Hi{fQdRi +fQdRt—fQxdRx ^fotdRA. 

Der Faktor von y,x ist wieder m,. Schreiben wir für p^zzipp — , so 

R 
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Nun ist, wie aus dem Werte für e (S. 279) folgt: 

und nach der Gleichgewichtsgleichung S, 281: 

während nach S. 284: 

Setzen wir diese drei Werte in das Integral ein, so 
erhalten wir: 

Da wir die Integration über die ganze Schicht auszudehnen 

haben, wodurch an den Grenzen /?p -t= verschwindet, liefert 
die Integration : 

R dürfen wir unter dem Integralzeichen als Konstante 
betrachten; wir erhalten also für die Oberflächenspannung 
pro Oberflächeneinheit: 



-m 



du. 



erhalten wir, indem wir wieder die beiden Integrale zusammenfassen, für die 
Oberflächeneinheit : 

Das zweite Integral ist von der Ordnung 2tf log -—- und verschwindet also, 

Rt 

während das erste sich von dem im Texte angenommenen Werte nur unter- 
scheidet um die im ersten Teile dieser Fussnote besprochene Grösse. 
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